Poznamky - Algebra I
Petr Chmel, ZS 2019/20

Definice 1 (n-arnf operace). Bud A mnozina, n € Ny. Potom zobrazeni f : A — A nazveme n-drnf operac{
na A.

Pozorovani (O déleni se zbytkem). Budte a,b € Z,b > 0. Pak existuji jednozna¢né uréené q € Z,r € Zy :
a=qgb+r-q=adiv b,r = amodb.

Definice 2 (Slucitelnost s operacemi, uzavienost na operaci). Bud'te *,”, ¢ po fadé bindrn{, unérni a nularni
operace na A, o,~! d téze na B. Pak fekneme, Ze zobrazeni f : A — B je slucitelné s operacemi * a o (resp
","1ie,d), pokud f(axb) = f(a)o f(b), resp. f(a') = f(a)~", resp f(c) = d.

Bud # bindrni operace na A, ~ bindrn{ relace na A. Rekneme, 7e ~ je slucitelnd s , pokud Va1, as, by, by €
A:ay ~bi Nag ~ by = (al*ag) ~ (bl*bg)

Poznamka (Rozsiteny Eukliduv algoritmus). ag, a1 := a,b; zo, 21 := 1,0;y0,y1 :=0,1;i:=1
While (a; > 0) : aj11 := a;j—1 mod a;;q; := a;—1diva; g1 = Tim1 — TiQiy Yit1 = Yi—1 — Y1 =1+ 1

Véta 1 (Zakladn{ véta aritmetiky). Kazdé prirozené ¢islo vétsi nez jedna lze az na poradi jednoznacéné
rozlozit na soucin prvocisel.

Diikaz. Zaprvé: kazdé éislo lze zapsat jako souéin prvoéisel: bud je samo prvoéislo, nebo je slozené a pouzijeme
1P.

Jednoznaénost: je-li n prvocislo, je jednoznacénost zjevnd. Nyni necht plati tvrzeni pro viechna k < n
an=mp ... P =q1-... qs ma dva prvociselné rozklady. Pak existuje ¢; : p1|g;, bino ¢ = 1, a tedy
P2 Pr=¢q2-... Qs <n amame spor s [P. H

a-

Dusledek 1 (GCD a lem). lem(a,b) = Wi’ab) a lem, GCD jsou uréeny jednoznaé¢né.

Véta 2 (Cl’nské véta o zbytcich). Necht nq,...,ng jsou kladna celd ¢isla a n = ny - --- - nyg. Potom je
zobrazeni H : Z, — [[Zn, : H(a) = (@ mod nq,...,a mod ny) sluitelné s operacemi + a -. Navic H je
bijekce, pravé kdyz nq,...,ng jsou po dvou nesoudélna.

Diikaz. Slucitelnost trivialni.

.= Mame-li &sla po dvou nesoudélnd, pak staéi ukazat, ze H je prosté. Necht neni: pak a < b € Z, :
H(a) = H(b) — tedy H(b—a) = o, a tedy n;|b— a pro i € [k]. Potom z nesoudélnosti po dvou ziskdvdme, ze
nb—a.Ale0<b—a<n-1,atedy b=a.

»=%: Nepifmo: necht existuji indexy i # j tak, ze ¢ = GCD(n;,n;) > 1. Potom n/c € Z, \ {0} a
Vr € [k] : ne|2. Pak H(0) = 0= H(%), a tedy H neni prosté. B

Definice 3 (Neutralni, invertibiln{ prvek). Bud A mnozina, * bindrni operace na A. Prvek e € A je neutrdlni,
jestlize Va € A:axe=ex*xa=a.

Bud s bindrni operace na A. Rekneme, 7e a € A je invertibilni vzhledem k %, pokud 3b € A : axb =
b* a = e, kde e je neutrdlni prvek.

Definice 4 (Grupoid, pologrupa, monoid, grupa, komutativni). 1. Bud G mnozina, - bindrn{ operace na
G. Pak dvojici (G, -), psdno ob¢as G(-) nazveme grupoid.

2. Je-li navic - asociativni na G, pak (G, ) nazveme pologrupa.
3. Ma-li pologrupa neutralni prvek, mluvime o monoidu.

4. Je-li kazdy prvek monoidu invertibilni, mluvime o grupé.

(@21

. Pokud je v G(-) operace - komutativni, pfiddme piivlastek komutativni.
Definice 5 (Grupa invertibilnich prvki monoidu). Bud G(-) monoid. Pak G* := {g € G : g je invertibilni}.

Tvrzeni 1 (Vlastnosti). s,t € G* = st € G*,s7 1 € G, (st) P =t"1s7 (s7) ==



Drikaz. Snadno rozepsanim. 23]

Piiklad 1 (Symetrickd grupa, zobecnénd linedrn{ grupa). Symetrickd grupa S, je grupa permutaci na n
prvcich.
Zobecnénd linedrni grupa je GL, (T') - grupa vsech reguldrnich matic n x n na télesem T'.

Definice 6 (Podgrupa, normélni podgrupa). Pro grupu G(-) jeji podgrupou rozumime podmnozinu H
takovou, ze 1 € H,Va,be H:a-be H.
Podgrupa je normalni, jestlite Vg € G,Vh € H : g~'hg € H.

Definice 7 (Relace rmod, lmod). Pro H podgrupu G definujeme relace rmod H, lmod H tak, ze: (a,b) €
rmod & a-b~' € H,(a,b) €lmod & a™t-be H

Tvrzeni 2 (4.1: o vlastnostech rmod, Imod atd.). Bud G(-) grupa, H jeji podgrupa, H; podgrupy G pro
iel#0. Pak

1. ;e Hi je podgrupa G, jsou li navic véechny podgrupy normaélni, pak ji jejich prunik je normdlni
2. rmod, Imod jsou ekvivalence na G
3. rmod(H)=lmod(H)< H je normdlni podgrupa G.
4. je-li H normélni podgrupa, pak rmod(H) je slucitelnd s -
Dikaz. Rozepsat. |

Definice 8 (Homomorfismus, monomorfismus, epimorfismus, izomorfismus). Mé&jme G(x), H(-) grupy. ¢ :
G — H zobrazeni. Rekneme, 7e ¢ je homomorfismus, pokud je slucitelné s * a -.

Navic, je-li prosté, mluvime o monomorfismu, je-li na, mluvime o epimorfismu a jedna-li se o bijekci,
mluvime o izomorfismu.

Definice 9 (Jddro zobrazeni). Jadrem zobrazen{ ¢ : G — H mnazveme relaci kerp = {(a,b) € G? : p(a) =
©(b)} a mnozinu Kerp = {g € G : p(g) = 1p}.

Tvrzeni 3 (O grupich a homomorfismech). Bud'te Gy, Ga, G3 grupy, ¢ : G1 — G, : G2 — G3 homomor-
fismy. Pak plati

1. (1) =1,p(a™t) = p(a)"Va € G

2. 1 o ¢ je homomorfismus

3. je-li ¢ bijekce, pak ¢! : Go — G4 je homomorfismus

4. H <Gy = ¢ Y(H) < Gy,¥(H) < G3, navic je-li H normdlni, pak i ostatni{ podgrupy jsou normaln{

5. Kery je normalni podgrupou G a kery =rmod=Ilmod.

6. ¢ je monomorfismus pravé kdyz Kerp = {1}, coz nastane pravé kdyz kerp = idg, .
Diikaz. Rozepisovat H
Tvrzeni 4 (Cayleyho véta (reprezentace)). Kazdd grupa je izomorfni podgrupé vhodné symetrické grupy.
Diikaz. Pro G(-) chci p(g) — Ly, kde Ly, : G - G :h— g - h. B

Definice 10 (Rozkladové tiidy). Bud G grupa, H jeji podgrupa. Pak pro g € G je gH leva rozkladova
tfida a Hg prava rozkladova tiida.

Tvrzeni 5 (O rozkladovych tifdach rmod, lmod). Af G(-) je grupa, H < G. Pak plati
1. (a,b) € rmodH < (a~',b7 ') € ImodHVa,b € G
2. |G/lmodH| = |G /rmodH|



3. [a)imod = aH, [a)rmoqa = HaVa € G
4. |[a)imod| = [[@]rmoa| = |H|

Dukaz. 1 rozepsat, 2 plyne z 1 za pomoci [alymoed = [a]imod bijekel mezi G/rmod a G/lmod.
3 plyne z rozepsani tiidy ekvivalence. 4 plyne z 3 tak, ze nalezneme bijekci H a aH, napt. L, : h — ah
(levé translace). B

Definice 11 (Rad grupy, index podgrupy). Bud'te H < G grupa s podgrupou. Rédem grupy G myslime
|G|. Indexem podgrupy H v grupé G myslime [G : H] := |G/lmodH| = |G/rmod H|.

Véta 3 (Lagrangeova). Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pak |G| = |H| - [G : H].

Diikaz. rmod H je ekvivalence na G, tedy |G| = [ac /rmod ir Al = 2o aecrmod i1 1Al = 2o acc jrmod i 1H| =
|G| - [G : H]. &3]

Disledek 2. R4d podgrupy déli ¥ad celé grupy.

Definice 12 (Generovand podgrupa grupy, cyklicka grupa, fdd prvku). Bud G grupa, X C G. Pak (X)g :=
Uxcg<g H nazyvame podgrupou grupy G generovanou mnozinou X.

Grupa G je cyklickd, existuje-li g € G : (g) = G.

Réd prvku g € G je iad (g).

Tvrzeni 6 (Z, a generdtory). a je generdtor Z,, pravé kdyz GCD(a,n) = 1.

Dikaz. Hlavni idea: neutralni prvek je generovatelny.

= e€Z,:1=1tnvZ,, atedy 1 = ba mod n, a tedy 1 = ba + cn pro néjaké ¢ € Z - NSD deéli
sc¢itance, tedy NSD(a,n) = 1.

»<="“: mame Bezoutovy koeficienty: 1 = za + yn a tedy 1 = a(z mod n) =1 € (a) = (a) = Z,. B

Tvrzeni 7 (Alternativni definice fadu). R4d prvku ¢ € G je nejmensi n € N takové, ze g" = 1 pokud
existuje. Jinak ord(n) = oo.
Navic, fdd prvku vzdy déli libovolny takovy exponent (je-li koneény).

Diikaz. Af ¢! =1, méjme n € N - ¢ := n div [,7 := n mod I. Pak g" = g?*+" = g" = (g9) = {¢" : v € Z4}.
Minimalita uz pak vse zarucuje. H

Véta 4 (Kazda cyklickd grupa je izomorfni Z nebo Z,). Bud G cyklickd grupa. Je-li G nekone¢nd, pak
G ~ Z(+), jinak G ~ Z|G‘(—|—).

Dikaz. G nekonecénd: mame homomorfismus ¢ : Z — G : n+— ¢g", kde (g) = G. Déle je prosté z alternativn{
definice fadu, na je zjevné.

|G| =n: ¢ :Z, — G:n— g" kde (g) = G Na je zjevné z generovani n, sta¢{ ovéfit homomorfismus:
g =g"g¥ = o) - p(y) = plz+y) =g"". &

Disledek 3. Podgrupy cyklickych grup jsou cyklické.

Diuikaz. Podgrupy Z jsou tvaru nZ, a tedy cyklické. Uvazme F,, : Z — Z,, : © — x mod n. Mame grupovy
epimorfismus — je-li H < Z,, je F,,;*(H) < Z, a tedy je cyklickd z vySe zminéného. H

Tvrzeni 8 (Podgrupy Z,(+) podrobnéji). Budte k,n € N,k > 1,k[n. Pak (%)z4) je jedind podgrupa Z,
tddu k. Navic Va € Zy,, \ {0} plati, ze (a) = (%) <& GCD(a,n) = .

Diikaz. At d|n,d < n. Pak {0,d,2d,...,(%2 — 1)d} < Z, fddu n/d - mdme existenci. Jednozna¢nost: At

d
a € Zy \ {0},d := NSD(a,n). Ukdzeme (a) = (d). Jelikoz dla, mdme a € (d) = (a) C (d). Déle z
Bezoutovych koeficientu dostaneme z,y € Z : d = za +yn = z € (a) = (d) C (a). B
Definice 13 (Eulerova funkce). Eulerovou funkei ¢ nazyvdme zobrazeni ¢ : N — N : p(n) := |Z:(-)| =

Ha € Z,, : GCD(a,n) = 1}|.



Véta 5 (Vypocet Eulerovy funkce). Necht p; < py < ... < pg jsou prvoéisla, ry,...,r, € N.
Pak o(ITp}") = [1(pi — 1) -pi* "
7‘171

Diikaz. Pro k =1 méme p' ! nasobki pi, a tedy (p; — 1)p}* " nendsobki (tj. nesoudélnych &isel).
Pro £ > 1 mame z Cinské véty o zbytcich bijekci H : Z,, — ]_[me,. Thned z definice vidime, ze
(HZP?)*(.) = HZ:“() Proa€Z,:a€Z;, < 3IbecZ,:ab=1vZy, < 3c € HZPZ-Y: : H(a) ¢ =

i

H(1)=1<« H(a) € ([[Z,)", tedy i po restrikci mame bijekei, a tedy p(n) = |Z;,| = |HZ;m| =11 |Z;,l\ =
[I(p:i — Vpy " H

Véta 6 (Vnitini charakterizace koneénych cyklickych grup). Af G je koneéna grupa, |G| = n. Pak G je
cyklickd < Vd € N : G obsahuje nejvyse jednu d-prvkovou podgrupu.

Diukaz. ,=*: Je cyklicka, takze je izomorfni Z,,, a v Z,, toto plati.

<" obménou: Zadefinujeme p(d) = [{g € G : ordc(g) = d}|. Pak n = |G| = }_,,, p(d) z Lagrangeovy
véty. At G neni cyklickd. To nastane, pravé kdyz p(n) = 0. Také oviem plati, Ze p(n) > 0. Nebot 2 P(d) =
2 #(d), nutné existuje 1 < d < n tak, Ze ¢(d) < p(d) = 2. Pro g € G tddu d. Pak v (g)c je pravé ¢(d)
prvku fddu d. Mame-li tedy h € G \ {g)¢ fddu d, mdme dvé ruzné podgrupy rédu d. B

Tvrzeni 9 (Prvek na velikost mnoziny). Bud G koneénd grupa, g € G. Pak ¢/l = 1.

1G]
n

Diikaz. n = ordg(g). Z Lagrangeovy véty n||G|. Pak ¢l¢l = g» ™ =1. H

Véta 7 (Eulerova). Af a,n € Z,n > 1,GCD(a,n) = 1. Potom a®™ = 1(mod n).

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti a € Z,,. Nebot NSD(a,n) = 1, mdme a € Z}(-). Z pfedchoziho tvrzeni méme,
ze ¥ = alZ Ol =1 v 7%, H

Tvrzeni 10 (Cosi pro RSA). Bud'te p, ¢ dvé lichd prvocisla, m = LCM(p—1,q—1). Pak Va € Zpq,u € N :
a™* 1 mod pg = 0.

Tvrzeni 11 (Vsuvka: néco jako zdkladni véta algebry). Bud T komutativni téleso. Pak a € T je kofen
polynomu f praveé kdyz (z — a)|f v T[z](-).

Dukaz. ,<*: zjevné.
»=%: f(a) = 0. Vydélime f polynomem (z—a) se zbytkem. Mdme f = q(x—a)+r, deg(r) < 1. Dosadime:
0= f(a) =¢(a)-0+r(a) =r=0. B

Véta 8 (Cykliénost koneéné podgrupy invertibilnich prvki télesa). At T je komutativn{ té&leso, G' koneén4
podgrupa grupy 77*(-). Pak G je cyklicka.

Diikaz. Sporem: at neni cyklickd. Pak existuje k takové, Ze G md dvé ruzné podgrupy fadu k. To ovem
znamena, Ze existuje vice nez d prvkii g takovych, ze ¢ =1 v GG < T*, coz je oviem spor s vétou o poctu
kofent. H

Dusledek 4. Z; je cyklickd pro p prvocislo.

Definice 14 (Typ, algebra typu, univerzum, mnoZina uzaviené na operaci, poduniverzum). Bud I mnozina.
Potom zobrazeni Q : I — Ny nazveme typem (na I), nékdy signatura.

Déle fekneme, ze A(ay : i € I) je algebra typu Q, pokud A # 0,Vi € I : a; : A% — A. Mnozinu A
nazyvame univerzum (nosic¢) algebry.

Bud B C A a « je n-4rni operace na A. Rekneme, Ze B je uzaviend na o, pokud alay,...,a,) €
BVay,...,a, € B.

Je-li A(a; 11 € T) algebra, B C A, pak B nazveme poduniverzem univerza A, pokud je B uzaviené na
vSechny operace «; : i € I. Je-li navic B # (), fikdme, ze B je podalgebra algebry B.

4



Definice 15 (Slucitelnost s operacemi, homomorfismus algeber). Bud'te «, 3 n-drni operace na A, B, bud
f : A — B zobrazeni. Rekneme, Ze f je slucitelné s o a 3, jestlize Vaq,...,a, € A : f(a(ay,...,a,)) =

B(f(ar),..., f(an)).
Zobrazeni f : A — B, kde A = A(wa;,i € I),B = B(B;,i € I) jsou algebry téhoz typu se nazyva
homomorfismus algeber A a B, psano f : A — B, pokud je f sluditelné s «; a 5; Vi € I.

Definice 16 (Sluciteln4 ekvivalence, kongruence). Bud p ekvivalence nad A, a n-drnf operace nad A. Pak p je
slucitelné s o, jestlize Vaq, . .., an, b, . .., by takové, ze (a;, b;) € p¥i € [n] plati, ze (a(ay, ..., an), (b1, ..., by)) €

p.
Je-li A = A(a;,i € I) algebra typu Q, p ekvivalence nad A, pak p nazveme kongruenci na «, je-li p
slucitelné s o;Vi € I.

Definice 17 (Jadro zobrazeni). Pro libovolné zobrazen{ f : A — B (opét) definujeme relaci jadra zobrazeni

jako ker(f) = {(a,b) € A% : f(a) = f(b)}.

Tvrzeni 12 (Algebry a homomorfismy). Af A; = Aj(a,i € 1), Az = As(ay,i € I), A3 = Az(y,i € I) jsou
algebry typu Q a f: A; — As,g: Ay — Az jsou homomorfismy, B je podalgebra A,. Pak

1. go f je homomorfismus
2. je-li f izomorfismus, pak f~! je rovnéz izomorfismus
3. g(B) je podalgebra Az, f~1(B) je podalgebra A,
4. ker(f) je kongruence na A;.
Diikaz. Rozepsat H

Tvrzeni 13 (Algebra a podalgebra). Necht A = A(q;,i € I) je algebra typu , A;,j € J jsou podalgebry,
Pk, k € K koungruence na A.

1. Njes Aj je podalgebra, pokud ;o ; A; # 0
2. ﬂkeK pr je opét kongruence na A.
Diikaz. Rozepsat H

Definice 18 (Faktorizace, kanonickd projekce, faktoralgebra). Bud A mnozZina, p ekvivalence na A. Pak
rozkladem (faktorizaci) podle p myslime A/p = {[a], : a € A}, kde [a], je tfida ekvivalence. Zobrazeni
T, : a — [a], nazveme pfirozenou (kanonickou) projekei.

Bud A mnozina, a n-arni operace na A, p ekvivalence na A slui¢telnd s A. Pak definujeme n-arnf operaci
a na A/p vztahem «o([a1],...,[an]) = [alay, ..., an)].

Tvrzeni 14 (Kongruence a faktorizace podle kongruence dévéa smysl). Je-li p kongruence ma algebie A =
A(ay,i € I), pak je definice operaci v algebie A/p korektni a zobrazeni 7, : a — [a], je epimorfismus algeber.

Diikaz. Rozepsat H

Definice 19 (Faktorkongruence). At p C o jsou dvé ekvivalence na A. Pak o/p definovand vztahem

(lal,, [b]p) € a/p « (a,b) € o je ekvivalence na A/p.

Tvrzeni 15 (O faktorkongruenci). Bud p kongruence na A = A(w; : i € I).
1. Je-li o kongruence na A, ze p C o, pak je o/p dobfe definovana kongruence.
2. Je-li u kongruence na A/p, pak existuje pravé jedna kongruence o na A takovd, ze p C o a o/p = pu.

Drikaz. 1 rozepsat
2: Zadefinujeme o : (a,b) € o « ([a]p, [b],). Ovérime, zZe se jednd o kongruenci, (a,b) € p = ([al, [b]) €
w=(a,b) €o. B



Véta 9 (O homomorfismu, 1. véta o izomorfismu). Af f: A — B je homomorfismus algeber, kde A, B jsou
algebry stejného typu.

1. Je-li p kongruence na A, pak existuje g : A/p — B takové, ze g om, = g prave tehdy, kdyz p C ker(f).
Navic, pokud g existuje, pak g je izomorfismus pravé kdyz f je na B a ker(f) = p.

2. Je-li f epimorfismus, pak B ~ A/ker(f).

Diikaz. 1: =: kerm, = p z definice - ker (g o m,) = ker(f)

«: polozme ¢g([a],) = f(a): [a], = [d], & (a,d') € p C ker(f) = f(a) = f(a’). Z definice ihned
gom, = f. Navic, f je na, pravé kdyz g je na.

2: Aplikujeme 1 pro p = ker(f). 3]

Véta 10 (2. véta o izomorfismu). Nechf p C o jsou dvé kongruence na A. Pak A/o ~ (A/p)/(c/p).

Dikaz. 7o : A — Ajo,m, : A — A/p epimorfismy. Polozime f : m, a z véty o homomorfismu dostanu
epimorfismus g : A/p — A/o. Déle na g pouziji prvni vétu o isomorfismu, tedy A/o ~ A/p/ker(g) =
Alp/p/o. H

Véta 11 (Kongruence a norméalni podgrupy). Af G je grupa, p bindrni relace na G. Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

1. p je kongruence algebry G(-)
2. p je kongruence algebry G(-,7!,1)
3. H = [1], je norméln{ podgrupa a p = rmod H.

Dikaz. 1= 2: ovéfovani

2= 3:a) H :=[1], je normélni podgrupa G : Va,b € [1], : (1,a),(1,b) € p= (1,adb) € p. Vg € G,Va €
[1,: (91g™ ', gag™) = (1,9ag™") € p = gag™" € [1],.

b) (a,b) € p & (a,b) € Imod H : (a,b) € p & (a"ta,a™'b) = (1,a1,b) € p = a~lb e H & (a,b) €
Imod H.

3=1:p=rmodH, H normalni podgrupa G = p je ekvivalence slucitelna s -. H

Dusledek 5 (Bijekce mezi kongruencemi a normdlnimi podgrupami). Existuje vzdjemné jednoznacéng kore-
spondence mezi normalnimi podgrupami grupy G(-) a jejimi kongruencemi.

Definice 20 (Okruh, komutativni, obor, téleso). Okruhem rozumime algebru R(+4, —,0,-,1), kde +, - jsou
bindrni, — je unarni a 0,1 jsou konstanty splnujici nasledujici:

e R(+) je komutativni grupa s neutrdlnim prvkem 0 a inverznim prvkem —a + a = 0.
e R(-) je monoid s neutrdlnim prvkem 1
e distributivita: Va,b,c € R: a(b+ ¢) = ab+ ac, (a + b)c = ac + bc
Déle fekneme, ze okruh je
e komutativni, pokud R(-) je komutativni monoid
e obor, pokud 0 #1 aprokazdé a,b€ R:a-b=0= (a=0VvVb=0)
e téleso, pokudVa #O:a€ R3a ' :a-a ' =a"!-a=1asoucasné 0 # 1
e komutativni téleso, pokud se jedna o komutativni okruh a téleso zaroven
Tvrzeni 16 (Vlastnosti okruhu). Bud R(+, —,0,+,1) okruh. Pak Va,b € R plati

1.0ca=a-0=0



3. 0#£1< |R| > 1.
Dukaz. Rozepsat &

Definice 21 (Levy, pravy, oboustranny idedl). Af R(+,—,0,-,1) je okruh, I C R. I nazveme pravym
idedlem v R, pokud I je podgrupa R(+) aVr € R,Yae€l:a-r € l.

I nazveme levym idedlem v R, pokud I je podgrupa R(+) aVr € R,VNa el :r-a€l.

I nazveme idedlem v R, pokud je zaroven levym i pravym idedlem.

Definice 22 (Jednoduchy idedl). Okruh, ktery méd pouze nevlastni oboustranné idedly a splauje 0 # 1
nazveme jednoduchym.

Tvrzeni 17 (O okruzich a idedlech). Bud R(+,—,0,-,1) okruh, I levy nebo pravy ideil v R. Potom
I = R & [ obsahuje néjaky invertibilni prvek okruhu R (tj. invertibilni prvek monoidu R(+)).

Dikaz. =:1€ R
<: I obsahuje néjaky invertibilni prvek a: aa™! =1€I=Vre R: 1r =r € I. H

Véta 12 (Télesa a vlastni jednostranné idedly). Bud R(4+—,0-,1) okruh, 0 # 1. Pak nésledujici tvrzen{ jsou
ekvivalentni:

1. R je téleso
2. R neobsahuje vlastni pravé idedly (tj. jediné pravé idedly jsou {0}, R)
3. R neobsahuje vlastni levé idedly

Dukaz. 1 =2A3:0+# a € R= a je invertibilni, tedy aR = R,Ra = R. Tedy I = {0} VI = R.
2=1:0%# a € R libovolné. Z 2 plyne, ze aR=R =3 € R:ab=1=b#0—>bR=R=3c€ R:
bc =1 = a = c z jednoznac¢nosti inverzu, tedy b je oboustranny invers k a a naopak a R je téleso. H

Tvrzeni 18 (Okruhy a rmod idedlu, jaddro homomorfismu). Bud'te R(+,—,0,-,1),S(+,—,0,-,1) okdruhy,
I idedl okruhu R, ¢ : R — S homomorfismus. Pak

1. rmod I je kongruence algebry R. Oznacime-li R/I := R/rmod I, pak je R/I(+,—,[0],-,[1]) a pfirozend
projekce je epimorfismus.

2. Ker ¢ je idedl okruhu R.
Dusledkem je, ze idedly vzdjemné jednoznacéné odpovidaji jadriam homomorfismu.

Diikaz. 1)Vime, ze rmod I je kongruence algebry R(+). Sta¢i ukdzat slucitelnost s ndsobenim: (a, b), (¢, d) €

rmod I, tedy a — b,c — d € I, také z ideality (a — b)e,b(c — d) € I, natez ac — bd € I = (ac,bd) € rmod I.
2) Vime, ze Kery je (normalni) podgrupa R(+). Bud r € R,s € Kerp. ¢(rs) = ¢(r)e(s) = p(r) -0 =

0 = rs € Ker, sr obdobné. Tedy Ker ¢ je oboustranny idedl. H

Definice 23 (Maximaln{ idedl). Af R je komutativni okruh, I idedl v R. Rekneme, 7e I je maximaln{ idedl
v R,pokud I # RaVidedl J v Rplati, ze I C JC R=J CR.

Poznamka. Ze Zornova lemmatu plyne, ze kazdy idedl lze rozsitit do maximélniho idedlu.

Véta 13 (Faktorokruh je téleso pravé kdyz je faktorizovdno maximalnim idedlem). Af R(+,—,0,-,1) je
komutativnf okruh, I idedl v R. Pak R/I je téleso, pravé kdyz I je maximéaln{ idedl v R.

Diikaz. Pomocné lemma: piitazeni J ~ 7(J),J — 7w~ 1(J) jsou vzdjemné iverzni bijekce mezi mnozinou
IR :={J:Jidedl v R,1 CJ} aZ;’" = {viechny idedly v R/I}.

Ditkaz pomocného lemmatu: Z grup vime, ze 7(J) je podgrupa R/I(+) a 7~*(J) je podgrupa R(+),
dokonce jsou idedly, coz se snadno ovéri. Nynf at j € n=1(J),r € R, 7(jr) = 7(j)w(r) € J = jr € 7= 1(J)
atd. Zbytek plyne z rozepsani 7~ tn(J) = J,ar~1(J) = J.

Nyni I je maximélni idedl, coz je z lemmatu pravé kdyz R/I nemd zidné vlastni idedly, coz nastane
prave kdyz R/I je téleso. 3]



Definice 24 (Polynom, okruh polynomii nad okruhem). Bud r okruh. Pak R[z] := {p: Ny — R: |{n €
Np : p(n) # 0} < co}. Prvek p € R[x] budeme psét jako Y p(n)x™. Na R[z] pak definujeme +, -, undrni —,
nuldrni 0,1: p+q = 32(pn + gn)a", —p = 32(=pn)a”, 0 = 37 02", 1 = 12° + 37 02"

Tvrzeni 19 (Polynomy okruhu a jejich vlastnosti). At R(+,—,0,-,1) je okruh, p,q € R[z]
1. R[z](+,—,0,+1) je okruh a mnozina {sz°,s € R} C R[x] je jako podokruh izomorfn{ okruhu R.

2. deg(p + q) < max(degp,degq), je-li p,q # 0, pak deg(pq) < deg(p) + deg(q). Pokud je R navic obor,
pak deg(pq) = deg(p) + deg(q)

3. RIx] je obor, pravé kdyz R je obor
4. RJx] je komutativni okruh, prévé kdyz R je komutativni okruh

Diikaz. Rozepsat H

Véta 14 (O délenf se zbytkem). Bud R(+,—,0,-,1) komutativni obor, a,b € R[z]. b = > b,z™. At m =
deg b > 0, by, bud invertibilni v R(-). Pak existuji jednoznaéné urc¢ené polynomy q,r € R[z], 7e a = ¢b + r,
kde degr < degb.

Dukaz. Existence: stfedoskolsky algoritmus déleni polynomu se zbytkem.
Jednozna¢nost: at existuji ¢,r,¢/,r" :a =gb+7r =q'b+7r'". Pak b(q —¢') =1’ —r. Vime, Ze deg(r' —r') <
deg b, a nebot mame komutativni obor, méme ¢ — ¢’ =0 = 1" —r = 0. H

Disledek 6 (Komutativn{ téleso a idedly okruhu polynomit). At T'(+,—,0,-,1) je komutativn{ téleso. Pak
je kazdy idedl okruhu T'[z](+, —,0, -, 1) hlavni (tj. generovany jednim prvkem, tvaru a7 nebo Ta).

Definice 25 (Déleni, asociace, ireducibilita v okruhu). Bud R komutativni okdruh, a,b € R. Pak fekneme,
ze a déli b, pokud existuje c € R : ac =b.

Déle fekneme, ze a je asociovano s b (a||b), pokud (alb A bla).

Pokud @ € R nenf 0 ani invertibilni, nazveme a ireducibilni v R, pokud Vb,c € R:a=0b-c= (a|]b V alc)

Tvrzeni 20 (Délen{ a komutativn{ okruh). Bud R komutativni okruh, a,b € R. Pak a|b < b € aR < bR C
aR.

Diikaz. Plyne ihned z definice H

Tvrzeni 21 (Komutativn{ téleso a jeho maximéln{ idedl). Bud T komutativn{ té&leso, I idedl v T'[x]. Pak I
je maximalni, pravé kdyz existuje ireducibilni f € T[z] tak, ze I = fT|x].

Diikaz. Uz vime, ze kazdy idedl okruhu polynomu nad komutativnim télesem je hlavni, tedy existuje f €

Tx] : I = fT[x] a vSechny idedly maji tvar gT'[z] pro néjaké g € T[x]. Plati fT[x] C ¢T[z] C T[z] < glf NS /
|g A g nenf invertibilni, coz nastane pravé kdyz 0 < degg < deg f A g|f < f neni ireducibilni. H

Dusledek 7. f € T[z] - T[z]/fT[x] je komutativni téleso, pravé kdyz f je ireducibilni v T'[x].

Fakt 1. Pro kazdé p prvocislo a n € N existuje ireducibiln{ polynom u € Z,[x] stupné n. Navic, v Z,[x] plati
ulzP” — .

Véta 15 (Konstrukce koneénych téles). 1. Je-li p,n € N, p prvocislo, pak existuje komutativni téleso s
p" prvky.

2. At T je koneéné komutativni téleso. Pak existuji p,n € N, p prvocislo tak, ze |F| = p"

3. Jsou-li F, K komutativn{ télesa a |F| = |K| < oo, pak F ~ K okruhove.

8



Diikaz. Fakt: mdme v ireducibilni nad Z,[z] stupné n.

1) Polozme Fyn := Z,[z]/uZ,[x]. Z dusledku véty o komutativnich télesech a maximélnich idedlech méme,
ze se jednd o téleso podle idedlu I := uZy[z]. Pro libovolné f,g € Zy[z] : f+I =g+ f—gecl < u|f—gv
Zpz]. Tedy f+1I = (f mod n)+1I.Prog,h € Zy[z], kde deg g, h < n navic jesté plati g+1 = h+1 < g = h.
Tedy prvky v Fyn lze jednoznaéné reprezentovat polynomy stupné nizsim nez n z Z,[z], a téchto polynomu
je p™.

2) Méjme F konecéné komutativni téleso Af G je podgrupa grupy F(+) generovand prvkem 1. Prvky G
jsou 0,1,1+1,...,14+ ...+ 1, kde déle nasleduje 0. A tedy G ~ Z,(+). Z distributivity méme dokonce
podokruh. Potom p musi byt prvocislo, jinak by F nebyl obor — méli bychom xy = 0,2 # 0,y # 0. Mame
izomorfismus L : Z, — G : k — soucet k jednicek. Nebot G je podtéleso F, F je vektorovy prostor nad G,
tedy existuje n = dimg(F) = |F| = |G|™.

3) At F je konecné komutativni téleso, vime, ze |F| = p™. Ozna¢me Z, prvotéleso télesa F. Ukdzeme,
ze F =~ TFpn z 1, kde Fpn = Z,[2]/uZ,[z]. Vime, Ze u|z?" — z v Z,[z]. Potom x?" — 2 m4 za kofeny prave
viechny prvky télesa F — 0 je kofen, zP" ~' — 1. M&jme F*(-) multiplikativni grupu télesa, |F*| = p™ — 1,
a tedy Va € F* : a?"~! = 1. Tedy existuje g € Fz], ze ug = 2?" — z, kde deg(g) < p". Pro kazdé
a€F:0=a" —a=u(a)g(a) - existuje a € F, 7e u(a) = 0. Jinak feceno, uZ,[xr] je ¢asti jadra dosazovaciho
homomorfismu d,,.

Z véty o homomorfismu existuje jednozna¢né uréeni homomorfismus okruhti ¢ : Zy[x]/uZ,[z] — F takovy,
7e Y - Tyz, (o] = du. Nebot Keryp) = {0}, mame, ze 1 je prosty, a tedy isomorfismus, nebot obé télesa jsou
stejné velka. H

Definice 26 (Multiplikativn{ mnozina, algebra F'). Bud R komutativni obor. Pak M C R nezveme mul-
tiplikativni mnozinou, pokud obsahuje 1, neobsahuje 0 a je uzaviena na nasobeni.

Definice 27 (Algebra F - podilové téleso). Bud M multiplikativni v R, F' := R x M. Na F definujeme
strukturu algebry pro jazyk (+,—,0,-,1) ndsledovné:

¢ 0:=(0,1)
o 1:=(1,1)
e —(a,b) = (—a,b)

(a,b) - (¢,d) = (ac,bd)
e (a,b) + (¢,d) = (ad + bc, bd)
Dale fekneme, Ze (a,b) ~ (¢, d) & ad = be
Véta 16 (Algebra F a jeji vlastnosti). Pro algebru F(+,—,0,-,1) plati:
1. F(+),F(-) jsou komutativni monoidy
2. ~ je kongruence na F(+,—,0,-,1) aVa € M : (0,a) ~ 0, (a,a) ~ 1
3. F/ ~(+,-,]0],-,[1]) je komutativni obor, navic je to téleso, pokud M = R\ {0}.
4. zobrazeni o : R — F/ ~ dané o(r) := [(r,1)] je prosty okruhovy homomorfismus.

Dukaz. Rozepsat &

Pozndmka (Znaceni podilovych téles). Misto [(a,b)] budeme psét 3.
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