Poznamky - Algebra II
Petr Chmel, LS 2019/20

Definice 1 (Céastecné uspoifddand mnozina, nejmensi, nejvétsi, minimalnf, maximalni prvky, supremum,
infimum). Pro M mnozinu, < relaci na M: (M, <) je ¢astecné uspoiddand mnozina, pokud < je reflexivni,
slabé antisymetrickd a tranzitivni. TODO: prvky

Supremum/infimum mnoziny A je nejmens{/nejvétsi prvek mnoziny {m € M :Va € A:a < m}/{m €
M :Yae€ A:a>m}.

Definice 2 (Svaz, Gplny svaz). Castecné uspofadand mnozina (M, <) js svaz, pokud v M existuje sup{a, b}, inf{a, b}
pro libovolné a,b € M a zdroven M # (). Pak piSeme ,,a spojeni b“ jako aV b = sup{a, b} a ,a prusek b* jako
a A'b = inf{a,b}.

Navic, pokud existuje sup A, inf A pro vSechny A C M, mluvime o uplném svazu.

Definice 3 (Pokryti, Hasseuv diagram). Bud (M, <) ¢astecné usporadand mnozina. Rekneme, 7ze a € M
pokryva b € M, pséno b < a, pokud b<aAb#aAVee M:(b<cAhc<a)=(b=cVc=a).

Véta 1 (Vlastnosti svazu). 1. Je-li (M, <) svaz, pak Va, b, c € M plati:

Sl avb=bVa,aAb=bAa

S2 aNa=a=aVa

S3 (avb)Ve=aV (bVc)

S4 aVv(bAa)=a= (aVb)Aa (absorpéni zdikon)

2. Necht M (A, V) je algebra, kde A, V jsou bindrni operace splitujici S1-S4. Definujeme na M bindrn{ relaci
def

<ia<b& b=aVb Pakplati: a <b < a=anb, (M, <) jesvaz, sup<{a,b} = aVb,inf<{a,b} = anb.

Dikaz. 1: S1, S2 zjevné z definice.

S3: ukdZeme sup{a,b,c} = (a Vb) V ¢, zbytek plyne komutativitou z S1: Necht ¢ € M : a,b,c < e. Pak
aVb<e atedyi(aVb)Vec<e, proe=supia,b,c} mame také e > (aVb) V¢, A analogicky.

S4: stacf jedna rovnost, druhd se ukéze dudlné. Z a < a,bAa < a mdme aV (bAa) < a, navic a < aV(bAa),
protoze a < a V 7y pro libovolné . Rovnost pak plyne ze slabé antisymetrie.

2: < je usporadani: z S2: a = a V a = a < a a mame reflexivitu.

Necht a < b,b<c, tedy b=aVbc=bVc. Pakc= (a\/b)\/cS:?’a\/(b\/c) =aVc, tedy a Ve amame
tranzitivitu.

Proa<bb<amameb=aVb 51 bV a = a a mame slabou antisymetrii.

Ekvivalence usporadani a pruseku: at b = a Vb, pak a Ab=aA (aVb) =aA (bVa)=a. Dudlné pro
a=aANbab=aVb.

(M, <) je svaz: Vztah pro supremum: a V b je horni zavora pro {a, b}, pak a A (aVb) =a A (bV a) = a,
tedy a < aVb. Dile bA (aVb) =b = b<aVb. Necht nyni c € M takovy, 7e a,b < ¢, tedy c=aVc=bVec.
Pakc=aV (bVe)=(aVb)Ve=aVb<c Infimum dudlné. B

Dusledek 1 (Pohledy na svaz). Na svaz se muzeme divat dvéma zpusoby: jako na uspofddanou mnozinu
se supremy a infimy pro {a, b} nebo jako na algebru M (A, V) spliujici (a)-(d).

Definice 4 (Monoténni zobrazeni a homomorfismus svazi). At (A, <), (B, <) jsou svazy. Zobrazen{ f: A —
B se nazyva

e monoténni, pokud Vo, y € A:z <y = f(x) < f(y)
e homomorfismus svazu, pokud f je homomorfismus algeber A(A,V) a B(A, V).
Definice 5 (Podsvaz). Podsvazem svazu (A, <) budeme rozumét kazdou podalgebru algebry A(A, V).

Tvrzeni 1 (Homomorfismus svazu je monoténni). Homomorfismus svazu je monoténni.

f homom.

Dikaz. x <ysy=zVy= fly)=fxVy) f@)V f(y) « f(z) < f(y) B



Véta 2 (Charakterizace isomorfismu svazu). Bijekee f: A — B svazu (4, <), (B, <) je isomorfismus, prévé
kdyz fi f~! jsou monoténni.

Diukaz. ,=*: Plyne z monotonie homomorfismu.
,<=“: Staéf ukazat, ze f je homomorfismus, f~! ziskdme oto¢enim role A a B. Tedy Vo,y € A: f(xVy) =

@)V 1), fz Ay) = f) A fy).

ProV:z,y<zVy= f(z), f(y) < flxVy) = f@)V fly) < flx Vy).

Na drubou stranu: £(z), /(y) < F@)VF() T =™ 2.y < FHF@VF) = avy < LI @VI)
flavy) < f(x) < fly)= f(xVy) = f(z)V f(y), a tedy f je homomorfismus.
TODO: pro A. H

Definice 6 (Distributivni svaz, atom, koatom, komplement). Necht S(A,V) je svaz. Rekneme, ze S je
distributivni svaz, pokud Va,b,c € S: (aVb)N(aVec)=aV (bAc).
Pokud jako nejmensi prvek svazu ozna¢ime 0, nejvétsi 1, pak atomem svazu S(A,V) rozumime kazdé
a € S pokryvajici prvek 0 (tj. O < a). Dudlnim pojmem je koatom, tedy prvek svazu, ktery je pokryty 1.
Daéle komplementem prvku a € S nazveme a’ € S takovy, ze aVa =1,aNa =0.

Tvrzeni 2 (O distributivnich svazech). 1. Svaz S(A, V) je distributivni, pravé kdyz Va,b,c € S: aA (bV
c¢)=(anb)V(aAc).

2. Kazdy prvek distributivniho svazu ma nejvyse jeden komplement.
Diikaz. 1: Staé¢i jedna implikace, druhd se ukdze dudlné - ,=“: méjme a,b,c € S libovolné. Pak (a A b) V
(ane)=((anb)Va)A((and)Ve)=aA((and)Ve)=aA(cV(aAdb) =aA((cVa)A(cVbd) =
(an(cVa))A(eVb)=aA(cVDb).

2: pro a € S, necht by, be € S jsou komplementy k a. Pro libovolné ¢, € {1,2} : b; = b;N1 = b;N(aVb;) =
(b1 A 0,) V (bl A b]) =0V (bl A\ bj) = bz A bj = bl S bj Tedy ze slabé antisymetrie bz = bj. H
Definice 7 (Booleova algebra). Booleovou algebrou nazveme algebru S(A,V,0,1,") takovou, zZe:

e S(A,V) je distributivn{ svaz

e 0 je jeho nejmensi prvek

e 1 je jeho nejvetsi prvek

e pro libovolné a € S je a’ komplement a.
Tvrzeni 3 (O Booleové algebie). At S(A,V,0,1,) je Booleova algebra. Pak pro kazdé a,b € S plati:

1. () =a

2.1'=0,00 =1

3. (aVvd) =d AV

4. (aNd) =a VU

Dukaz. 1,2: snadno

B(aVh)A(@ ANY)=(aNd ANY)V (A AY)=(0AY)V(0A)=0
(avb)V(d AY)=(aVbVa)A(aVbVY)=1A1=1
4 symetricky H

Véta 3 (Charakterizace koneénych Booleovych algeber). Necht S(A,V,0,1,") je koneéns Booleova algebra.
Ozna¢me A = {a € S : 0 < a} mnozinu atomu v S. Potom zobrazeni ¢: P(A) — S definované vztahem
©(B) = sup B je izomorfismus Booleovych algeber P(A)(N,U, 0, A, ) a S(A,V,0,1,).
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Diikaz. ProT C S : \/T =supT,AT =infT.ProT =0:\V0=0A0=
P(s) = {a € A:a < s}. Z definice jsou ¢, 1) monoténni, navic p(B) = 0,(0)
jsou identity.

Prvné v o ¢ = idp(4): mé&jme libovolné B C A. Pak ¢(¢(B)) =¢(\/ B) ={a € A:a <\/ B} < B.

BCy(\VB):be B:b<\/ B, jelikoz b € B, navic b € A, tedy b € ¢(\/ B).

BOY(\VB):cep(\VB):c#0,c=cA(\VB)=\,cp(cAb), ajelikoz ¢ A b jsou atomy, mame c € B,
jinak by prusek byl nulovy.

Zadruhé: ¢ o ¢) = idg: mé&jme s € S libovolné, polozme t = p(¢(s)) = V ¢(s), tedy t < s =t C s. Pro
spor necht ¢ < s. Z distributivitiy: s = sN1 =sN(tVt) = (sNt)V(sNt') =tV (sNs')=sNt' #0. Ata€ A
je néjaky, ze a < sNt'. Pak a < t',a <t (druhé protoze a € ¥(s)), coZ je spor, nebot pak a <tNt' = 0.

7 charakterizace izomorfismu svazu mame @, vzajemné inverzni monoténni bijekce, tedy jsou izomor-
fismy. Déle () = 0, p(A) =1, a diky tomu mdme slucitelnost s komplementem. H

1. Poloiime P: S — P(A) :
= (). Uk4Zeme, Ze obé slozeni

Definice 8 (Moduldrni svaz). O svazu S(A,V) fekneme, Ze je moduldrni, pokud Va,b,c € S : (a < ¢ =
(aVb)ANe=aV (bAc)). Této implikaci fikdme moduldrni zdkon pro svazy.

Tvrzeni 4 (O moduldrnich svazech). 1. Kazdy distributivni svaz je modularni.
2. Svaz S(A,V) je moduldrni, pravé kdyz Va,b,c € S: ((aAc)Vb)Ac=(aAc)V (bAc).

Diikaz. 1: At a < ¢,a,b,c € S libovolné. Pak (aVb)Ac=(aAc)V (bAc)=aV (bAc).
2: = S(A,V) je modularni, tedy ((a Ac) Vb) Ac mod (anc) Vv (bAc).
= At a<c. Pak (aVb)Ac=((aNc)Vb)Ac=(aAc)V(bAc)=aV (bAc). B

Véta 4 (Charakterizace moduldrnich svazi). Svaz S(A,V) je moduldrni, prévé kdyz S(A,V) neobsahuje
podsvaz izomorfni N5 (A, V).

Diikaz. ,=* obménou: af v S(A, V) existuje takovy podsvaz, pak ani v S nemuze platit modularita.

,<=* obmeénou: At S neni moduldrni. Pak existuji z,y,z2 € S:z <zA(xVy)Az>zV (yAz). Polozme
a:=xV (yAz),b:=y,c:=(xVy)Az Tvrdime, ze jedind moznd situace je Ny, kde v levé vétvi je b a a je
pod ¢ v pravé vétvi: musime ukdzat bAc=bAa,bVa=>bVe.

y/\zagsy/\(x\/y)/\z:b/\cza/\b:y/\(x\/(y/\z)) =yA(yAz)=yAz

rVy=yVezV(yAz)=bVa<cVb=yV((zVy Az)<yV(zVy =zVy. B

Véta 5 (Moduldrn{ svazy a zobrazeni). Necht S(A, V) je svaz, a,b € S, a £ b,b % a.

Zadefinujeme [a A b,b] := {s € S:aAb < s <b} [a,aVd) :={se€S:a<s<aVb} Polozime
fa:[aAb b = [a,a Vb tak, ze fo(x) =aVz agy: [a,a Vb — [aAb,b] tak, Ze gp(y) = b Ay.

Pak svaz S(A,V) je moduldrni, pravé kdyz Va,b € S :a € b & b £ a = f,, gy jsou vzdjemné inverzni
bijekce.

Diikaz. ,<* obménou: Necht S(A,V) nenf moduldrni. UvaZzujme jeho podsvaz izomorfni Nj. Pak g(c) =
bAc=aAb=gy(a), tedy g, neni bijekce.

»=“: bud S(A,V) modulérni, prvky a £ b,b £ a jsou libovolné.

At ¢ € [a A b,b] libovolné. Pak g,(fu(c)) =bA(aVe)) = mod (bAa)Ve=c.

At d € [a,a v b] libocolné. Pak fo(go(d)) =a A (bVd) "2 (a Ab)V d=d.

Tim jsme ovéfili vzdjemnou inverznost (a navic i monotonii) bijekei. H

Disledek 2 (Modularita svazu normélnich podgrup). Svaz normélnich podgrup (¢i kongruenci) dané grupy
G je modularni.

Poznamka (3. véta o izomorfismu). Bud G(-) grupa, H < G,K < G. Pak HNK < K a plati HK/H ~
K/HNK.

Tvrzeni 5 (O distributivnich svazech a prohozeni pruseku a spojeni). Svaz S(A, V) je distributivni, préve
kdyz Vr,y,z€ S: LS :=(xz Ay) V(e Az)V(yAz)=(zVy) A(yVz)A(zVe)=:PS.
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Dikaz. ,=*: LS 2" (V({(zA2)VyA2))AGV{(zA2)V(yAz))=(@VHyAz)AYV(zAz))
(xVyYAeVv)AN(yVa)A(yVz)=(xVy AlzVz)A(yVz)=PS.

»<=%“ modularita S: méjme z,y,z € S,x < z. Pak (zxVy) Az = (zVy AleVz)A(yVz
(VY ANyVa)ANEzVE)=zV (yA=2).

Pouzijeme vétu o moduldrnich svazech a zobrazenich pro x, yAz. Pak fya, 1 [tAyAz, x] — [yAz, 2V (yAz)] :
a—aV(YNz),g: b= bA.

Pak zAzAz < (zAy)V(2Az) <z fyn((2AY)V(2A2)) = (zAY)V(zAZ)V(yAZ) xVy)A(xV2)A(yVz)
addle (xAy)V(zAz)=g.((zVy) A(lxV2)A(yVz))=xA(yVz), coz je distributivita. B

) pfiip‘

predp.
= (

Véta 6 (Charakterizace distributivnich svazu). Svaz S(A, V) je distributivni, pravé kdyz neobsahuje jako
podsvaz Ny ani Ms.

Diikaz. ,=“ obménou: pokud S obsahuje jako podsvaz Nj, pak neni modularni, a tedy ani distributivni.
Pokud obsahuje jako podsvaz Ms, ten nenf distributivni (a mé dva ruzné komplementy), a tedy ani S neni
distributivni.

»<=*“ obménou: At S(A, V) neni distributivni. Neni-li moduldrni, obsahuje N5 a mdme hotovo. Bud' tedy S
modulérni. Pak existuje x, y, z takovd, ze (xAy)V(xA2)V(yAz) # (xVy)A(yVz)A(zVz). Konkrétné musi platit
LS < PS, protoze vzdy LS < PS. Ozna¢me v := LS,v := PS a polozime a = (u V z) Av "o v (zAv) =

uV(zA(yVz)) = (yAz)V(zA(yVz)) mod ((ynz)Va)A(yVz),b = (aVy)Av = uV(yAv),c = (uVz)Av = uV(zAv).
Ukdzeme aANb=u:aANb=(yV2)A((yrhz)Ve)A((zA2)Vy)A(zVz)=((yAz)Ve)A((xAz)Vy) mod
[(ynz)Ve)AylV(zAz)=(yAz)V(zAz)V(zAz)=u Podobné aVb=wv, stejné tak pro dalsi dvojice,
¢imz ukdzeme, ze S(A, V) obsahuje Ms. B

Véta 7 (Kréceni v distributivnich svazech). Svaz S(A, V) je distributivni, pravé kdyz Va,b,c € S: a Ab =
cANb&avVb=cVb=a=c

Diikaz. ,=“: Méjme a,b,c € S:aAb=cAb&aVb=cVb. Pak c =cV(cAb) =cV(aAb) = (cVa)A(cAb) =
(cVa)A(aVvbd)=aV(cAv)=aV(aAb) =a.

»<*“ obménou: Af S(A,V) neni distributivni: pak obsahuje M3 nebo Ns, a tam to neplati pro typické
volby a, b, c. H

Definice 9 (Kompaktn{ prvek, algebraicky svaz). Bud S(A, V) tplny svaz. Prvek k € S je kompaktni, pokud
VA C S, kdykoliv k < \/ A(= \/,c 4 @), potom existuje koneéna F' C A takova, ze k <\/ F.

prln}’f svaz nazveme algebraicky, pokud lze kazdy jeho prvek vyjadrit jako spojeni (ne nutné koneéné
mnoha) kompaktnich prvku.

Pozorovani (Konecné spojeni zachovéavd kompaktnost). Spojeni konetné mnoha kompaktnich prvku je
opét kompaktni prvek.

Tvrzeni 6 (Svaz poduniverz algebry je algebraicky). Necht A = A(ay,i € I) je algebra. Svaz Sub(A)(, V)
vSech jejich poduniverz je algebraicky. Kompaktnimi prvky jsou pravé konecné generovand poduniverza.

Diikaz. Kazdé poduniverzum je spojenim svych kone¢éné generovanych poduniverz, staci tedy dokédzat tvrzeni
o kompaktnich prvcich.

»C“: Bud K kompaktni prvek svazu Sub(A). Pak K =/, x(a), kde (a) je poduniverzum univerza K
generované prvkem a. Z kompaktnosti existuje ' C K takovy, ze K = \/ cp(a) = (F), tedy K je konecné
generované.

»,2 Stacl ukdzat, ze Va € A : (a) je kompaktni prvek ve svazu Sub(A). Predpokladejme, ze (a) C
VjesUj. Pak B = {b € A : existuje konecnd F' C J : b € \/;.p U;} je poduniverzum algebry A. Tedy
B=V,c;Uj, atedy a € B= (a) CV,;cpUj pro néakou konecnou F' C J. B

Véta 8 (Opravnéné pojmenovani algebraickych svaztl). Bud S(A, V) algebraicky svaz. Pak S ~ Sub(A) pro
néjakou algebru A.



Diikaz. Oznaéme mnozinu vSech kompaktnich prvku svazu S jako A Na A zavedeme algebru A(0, V, ok, k €
A), kde 0 € A je nejmensi prvek svazu S (ten je jisté kompaktni) a og(a) = k pro kV a = a a a jinak.
Zadefinujeme ¢ : S — Sub(A) vztahem ¢ : s — {a € A : a < s}, tedy ¢(s) € Sub(A), je to ,dolni mnozina®
pod s, a tedy vSe respektuje. Déle definujeme p : Sub(A) — S takovou, ze u(B) =\/ B.

Obé zobrazeni jsou zjevné monoténni, ukdzeme vzdjemné inverzni bijekci.

Pro s € S: s =\ (s) z algebrai¢nosti S.

Pro B € Sub(A) : B C «(\/ B) trividlné. Pokud déle a € «(\/ B), pak a < \/ B. Protoze a je kompaktn{
ve svazu S, existuje koneénd F' C B takovd, Ze a < \/ F. Oviem \/ F C B, nebot B je uzavfeni na koneén4
spojeni (z B € Sub(A)). Tedy i a = 0,(\V F) € B, a tedy B = +(\/ B), ¢imz mame vzdjemné jednoznanou
inverzni bijekénost. H

Definice 10 (Term). Bud fixovany typ © : I — Ng, X # 0 takovd, ze I N X = (). Pak term nad X je
definovan rekurzivné nasledovné:

1. Vo € X : x je term nad X
2. Viel,n=Q(%),ty,...,t, termy nad X, pak (,¢1,...,t,) je term nad X.

Definice 11 (Algebra termu). Algebrou termi nad X typu Q: I — Ny rozumime algebru Tx = Tx (a;,i € I)
typu Q, kde T'x je mnozina vSech termu nad X a Vi € I,n = Q(i) je a;(t1,...,tn) = (4, t1,...,tn).

Definice 12 (K-voln4 algebra). Fixujme typ €, necht K znaci néjakou tifdu algeber typu €. Rekneme, ze
algebra A € K je K-volnd nad mnoZinou X pro X C A takovou, ze X generuje A a pro kazdou B € K a
zobrazeni f : X — B existuje homomorfismus g : A — B takovy, ze g | X = f.

Definice 13 (Absolutné volnd algebra). Rekneme, ze A je absolutné volnd nad X, pokud je Alg(Q)-volna
nad X, kde Alg(f2) je tiida vsech algeber typu €.

Tvrzeni 7 (Absolutni volnost algebry termt). Algebra termu je absolutné volna.

Diikaz. Bud B = B(«y,i € I) typu €, zobrazeni f: X — B.
Definujeme g: T, — B rekurzivné ndsledovné: g(t) = f(¢) prot € X, jinak g((i,t1,...,tn)) = ai(g(t1),...,g(tn)).
Snadno ukdzeme, ze g je homomorfismus. (TODO) B

Definice 14 (Kvaziprimitivn{ (netrividlni) tiida, varieta). Kvaziprimitioni tiidou typu € rozumime K C
Alg(9), kterd je uzaviend na souciny, podalgebry a izomorfismy. Pokud je K navic uzaviend na homomorfn{
obrazy, tj. je-li g : A — B homomorfismus algeber typu Q, pak A € K = Im(g) € K, nazyvame K varietou
typu 2.

Kvaziprimitivni tfidu nazveme netrividlni, obsahuje-li alespon jednu alespon dvouprvkovou algebru.

Tvrzeni 8 (Existence K-volné algebry). Je-li K netrividlni kvaziprimitivni t¥ida, pak pro kazdou X # ()
existuje KC-volna algebra nad X.

Diikaz. Polozme A := Tx. Uvazme S = {r € Con(A) : A/r € K}. Tvrdime, ze (S € S.

Zadefinujeme homomorfismus F' : A — [], g A/r. vztahem F(a)(r) = [a],, kde r probiha pfes S. Pak
kerF' = (S a dle prvni véty o izomorfismu K 3 Im(F) ~ A/ker(F). Tedy (S € S.

Déle necht I := I'm(f). Z véty o homomorfismu plyne, Ze pro libovolny homomorfismus g : A — B, kde
B € K existuje praveé jedno h: I — B takové, 7ze g = ho F' (zde vyuzivame (S C ker(g), IM(g) € K).

Staci ukézat, ze I je volnd nad Y = F(X) = {F(z) : « € X} aze F | X je prosté. Z netriviality K
existuje B € K, jejiz nosi¢ ma mohutnost aspon |X|. Tedy existuje prosté zobrazeni f : X — B. To lze
roz§itit do homomorfismu z A do B, jelikoz A je absolutné volnd nad X. Tedy F' [ X je prosté.

Déle I je jisté generovand mnozinou Y - uvazme libovolnou B € K a zobrazeni f : Y — B. Chceme f
rozsitit do homomorfismu z Z do B. Nejprve diky absolutni volnosti A najdeme homomorfismus g : A — B
takovy, ze g [ X = fo (F | X). Déle diky vété o homomorfismu obdrzime h : Z — B takové, ze g = ho F.
Homomorfismu A zjevné rozsifuje zobrazeni f. H

Definice 15 (Splnéni atomické formule). Atomickd formule s = ¢ je splnéna v A, pravé kdyz Vhomomorfismusf :

Tx — A plati f(s) = f(¢). Ekvivalentné, (s,t) € ({ker(f): f: Tx — A}
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Definice 16 (Eq a Mod). Necht K C Alg(2). Oznacime Eq(K) = {(s,t) € T% : (VB € K)s =t je splnéna v B}.
Duélné pro R C T% polozime Mod(R) = {B € Alg(Q) : (s,t) € R = s =t je splnéna v B}.

Lemma 1 (O termech a Eq). Nechf A je neprdzdnd mnozZina, T4 algebra termi typu Q. Mé&me dané
(u,v) € T%. Pak existuje (s,t) € T# takové, ze pro kazdou K C Alg(Q2) plat{ (u,v) € N{ker(f): f: Ta —
B:Be K} < (s,t) € Eq(K).

Diikaz. Bud C néjakd koneénd podmnozina mnoziny A takova, Ze u,v jsou termy nad C. Zvolme libovolné
zobrazeni z — A — X, tak, aby z [ C bylo prosté a definujeme Y := {z(c) : ¢ € C'}. Vime, ze T4 je absolutné
volnéd nad A, takze existuje (pravé jeden) homomorfismus g : T4 — Tx takovy, ze g [ A = .

Polozme s = g(u),t = g(v) a zpozorujeme, ze g | T, je izomorfismus algeber 7¢ a Ty. Necht ¢’ je
izomorfismus inverzni k g [ 7.

Meéjme (u,v) € ([ker(f) : f: Ta = B,B € K} a h: Tx — B je libovolnd, ze B € K. Pak (u,v) €
ker(hog), a tedy (s,t) = (g(u), g(v)) € ker(h), tedy i (s,t) € Eq(K).

Naopak, mé&jme (s,t) € Eq(K) a bud f : T4 — B libovolng, Ze B € K. Pak (u,v) € Tc a f | Tc =
fogo(g | Te). Homomorfismus f o g : Ty — B rozsiifme libovolné na homomorfismus h : Tx — B. To
udéldme tak, ze fog’ nejdiive ziizime na koneénou mnozinu Y, pak libovolné dodefinujeme na X\ Y a nakonec
jednoznaéné rozsfifme na h, nebot Tx je absolutné volnd nad X. Mame (s,t) € ker(h) = (s,t) € ker(fog').

V disledku f(u) = £(g'(9(u))) = F(g'()) = (g'(£) = F(g'(9(v))) = £(v), tedy u,v € ker(f).

H

Véta 9 (Birkhoffova). Necht K C Alg(2). Pak K je varietou, pravé kdyz lze K axiomatizovat atomickymi
formulemi, tedy K = Mod(Eq(K)).

Ditkaz. ,<*: Necht plat{ K = Mod(FEq(K)). Uvazujme libovolnou (s, t) € Eq(K) a A € K. Je-li B podalgebra
algebry A, pak z definice dostavame, ze s =t je splnéno v B, a tedy K je uzavzena na podalgebry.

Déle af je h : A — C surjektivni homomorfismus a g : Tx — C libovolny homomorfismus. Pro kazdé
x € X vybereme jedno a, € A tak, ze h(a,) = g(x). Definujeme zobrazeni f : X — A vztahem f(z) =a, a
rozsiiime do homomorfismu F : Tx — A. Pak ho F' = g, nebof oba homomorfismy se rovnaji na X, ktera
generuje Tx. Z A € K plyne F(s) = F(t), a proto musi byt i g(s) = ho F(s) = ho F(t) = g(t). Tedy jsme
ukazali, ze K je uzavieno na homomorfni obrazy.

»="“: Prvné, pokud je K trividlni vareta (obsahuje jen jednoprvkové algebry), pak je axiomatizovand
formuli = y, kde z,y jsou ruzné proménné. (Vsechny jednoprvkové algebry jsou izomorfn{ a K je uzaviend
na izomorfismy.)

Necht K je netrividlni, jisté K C Mod(Eq(K)). Uvazme déle libovolnou A € Mod(Eq(K)), chceme A € K.
Bud h : 7o — A homomorfismus takovy, 7e h(a) = aVa € A. Pak h je surjektivni. Dale uvazme Z € K
takové, zZe je C-volnd nad A. Takovd existuje a Z ~ T4 /rg, kde ro = ({r € Con(Ta) : Ta/r € K}.

Ukézeme, 7ze ro C ker(h). Necht (u,v) € ro C T5 je libovolné. Z piedchoziho lemmatu ziskdme (s,t) € Ts.
Pro kazdy homomorfismus f : T4 — C, kde C € K, méme Ty /ker(f) =~ Im(f) € K, a tedy (u,v) € ro C
ker(f).

Z jedné implikace (s,t) € Eq(K), a tedy s =t je splnéna v A. (Jinak feceno, (s,t) € Eq({A}), z ¢ehoz z
druhé implikace plyne (u,v) € ker(h).) Tedy mame ro C ker(h).

Z véty o homomorfismu méme g : Ta/r9 — A takové, ze g([u],,) = h(i) plati pro kazd= u € Ty4. Jelikoz
h je surjekce, i g musi byt surjekce.

Nakonec, jelikoz Ta/ro =Z € K a K je uzaviend na homomorfn{ obrazy, méme A € K. H

Definice 17 (Komutativni okruh s jednotkou, obor integrity, téleso, podobor). Komutativni okruh s jed-
notkou R je mnozina R s operacemi +, —, - a konstantami 0 # 1 spliujici a, b, ¢ € R néasledujici podminky:
a+(b+c) = (a+b)+c,a+b=b+a,a+0=a,a+(—a) = 0,a(bc) = (ab)c,ab = ba,a-1 = a,a(b+c) = ab+ac.
Plati-li navic podminka a,b # 0 — ab # 0, nazyvame R obor integrity.
Plati-li navic podminka Va # 03b : ab = 1, nazyvame R téleso, znacime b = a~*.
Pro S C R takovou, ze 0,1 € S, a kdykoliv a,b € S, paki —a € S;a+b € S,ab € S, pak S s restrikcemi
operaci nazveme podoborem.

Definice 18 (Rozsifeni podoboru). Bud R podobor oboru S a ay,as,...,a, € S. Definujeme Rlay, ..., ay]
jako nejmensi podobor oboru S obsahujici mnozinu R i prvky ai,...,a,.
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Definice 19 (Délitelnost a invertibilita). Rekneme, ze a déli b v oboru R, pokud 3¢ € R : b = ac, piseme
alb.

Rekneme, ze prvky a a b jsou asociované, pokud a|b a b|a, piSeme al|b.

Prvek a nazveme invertibilni, pokud al|1.
Tvrzeni 9 (Asiociovanost a invertibilita). Dva prvky a,b jsou asociované, pravé kdyz existuje invertibiln{
prvek g takovy, ze a = bq.
Diikaz. ,<=“: a = bq = bla, z invertibility ¢ mdme b = aq™!, a tedy alb.
»="bla = a = bu, alb = b= av, tedy a = bu = avu, kracenim: vu = 1, tedy u, v||1 a navicu =v=t. @

Pozorovani (Cum na oboru). || je ekvivalence na R. Mizeme tedy zadefinovat R = R/||, pak (R,]) je
Castecné usporadand mnozina.

Definice 20 (NSD, NSN). Rekneme, ze ¢ = NSD(a,b), pokud c|a A ¢|bA kdykoliv d|a A d|b, pak d|c.
Rekneme, ze ¢ = NSN(a,b), pokud ¢- NSD(a,b) = ab.

Definice 21 (Ireducibilni prvek). Neinvertibilni prvek a nazveme ireducibilni, pokud nem4 vlastni délitele,
tj. pro kazdy rozklad a = bc plati b||1 nebo c||1.

Definice 22 (Gaussovsky obor). Obor integrity nazveme gaussovsky, pokud mé kazdy jeho neinvertibiln{
nenulovy prvek jednoznaény rozklad na ireducibilni ¢initele.

Tvrzeni 10 (Gaussovsky obor a délitelnost vzhledem k rozkladu). Bud R gaussovsky obor, a € R a mé&jme

rozklad a = a¥* - - - akn na ireducibiln{ éinitele, kde a; fla; pro i # j. Pak bla < b||alt - - - aln pro néjaka
0<l; <k.
Diikaz. <= alt ... alrlakr o gk protoze alb- (@B akn=ln).

»=": Nechf bla = a’fl ----- akr. Tedy a = bc pro néjaké ¢ € R. Ozna¢me b=by -+ -b,, c=cy -+ -~ Cs
ireducibilni rozklady. Pak a = a]fl ceeeeakn =0 by -cy -+ cs jsou dva rozklady prvku a a z

jednoznacnosti plyne, ze pro kazdé i € [r] existuje j tak, ze b;||a;, a navic pro kazdé j existuje nejvyse k;
indexu takovych, ze a;||b;. Tedy b||al - --- - alr pro ngjaké 0 < I; < k;. B

Tvrzeni 11 (Gaussovsky obor a délitelnost ireducibilnich prvki). Bud R gaussovsky obor a p € R iredu-
cibilni prvek. Plati-li p|a - b, pak p|a nebo pl|b.

Dikaz. Méjmea =ay----- Am,b="0b1----- b, ireducibilni rozklady. Nebot plag----- Ay by - by, musi mit
z predchoziho tvrzeni néjaky rozklad, obsahujici nékteré z aq,...,am,b1,...,b,. Protoze p je ireducibilni,
musi byt p|la; nebo p||b;, a tedy p|la nebo plb. B

Pozndmka (Prvocinitel). Prvek spliujici p|lab = pla V p|b nazgvame prvnocinitel.
Tvrzeni 12 (Gaussovské obory a NSD). V gaussovskych oborech existuje NSD vsech prvkiu.

Diikaz. Necht al|cf* - - - ckn bl|clt - - - ¢dr jsou ireducibilni rozklady a,b a ¢; /J|cj pro i # j. Pak ¢ :=
cimn(kl’ll) ceeen cfm(k"’l"), ukdzeme NSD(a,b) = c. Z véty o délitelnosti vzhledem k rozkladu gaussovskych
oboru méme, ze d je spoletny délitel a a b, pravé kdyz d||c}* - --- - ¢i» pro né&jaka ry,...,r, > 0 takovd, ze

r; < k;,r; <l; pro vsechna i. Nejvétsi je zjevné takové, ze r; = min(k;, ;). ®

Lemma 2 (Obor integrity a ndsobeni s NSD). Bud R obor integrity, a,b,c € R takové, 7ze existuji
NSD(a,b), NSD(ac, bc). Pak NSD(ac,bc) = c¢- NSD(a,b).

Diikaz. NSD je definovan az na asiociovanost. Stac¢i ukdzat, ze leva strana déli pravou a naopak. Mé&jme

u := NSD(ac,bc). (Pro ¢ = 0 trividlni, necht tedy ¢ # 0.) Prvné u|z - NSD(a,b). ulac,ulbc = Fz : ac =

ux, 3y : be = uy. Protoze u = NSD(ac, bc), médme clu, tedy 3z : u = cz. Pak ac = czz,bc = czy a z kraceni
méme a = zx,b = zy a z je spoleény délitel a, b, tedy z|NSD(a,b), a tedy u = cz|c- NSD(a,b).

Druhak: NSD(a,b)|a, NSD(a,b)|b = NSD(a,b) - clac, NSD(a,b) - c|bc, tedy ¢+ NSD(a,b)|NSD(ac, bc).

B



Lemma 3 (Existence viech NSD implikuje prvocinitelnost ireducibilnich prvki). Necht v oboru R existuje
NSD vs8ech dvojic prvka a p € R je ireducibilni. Pak p|lab = pl|a V p|b.

Diikaz. Necht p fa. Pak NSD(a,p) = 1 z ireducibility p, tedy NSD(pb,ab) = b- NSD(a,p) = b. Oviem p
je spoleénym délitelem pb, ab, a tedy p|NSD(pb,ab) = b. 8]

Véta 10 (Charakterizace gaussovskych obortl). Nechf R je obor integrity. Pak R je gaussovsky, pravé kdyz

1. existuje NSD vsech dvojic prvki,

2. neexistuje posloupnost aj, as, ... € R takovd, 7e a;y1|a; a a; fa;iq.
Diikaz. ,=*“: Bud R gaussovsky. 1 plyne z tvrzeni o NSD v gaussovskych oborech, zbyva 2.
1 1
Pro spor necht takova posloupnost existuje, bud’ a; = b’fl ----- bﬁ" ireducibilni rozklad a;. Mame a;|a;
pro vSechna i > 1, a také ai||b]1Ci U pro néjakd kf, kde ki > k > ... atd. Nebot a;1 fla;, musi se

aspon jeden k; snizit, a to nemuze jit az do nekonecna.

»<=*“: 1. kazdy prvek ma ireducibilni rozklad: at a # 0,a |1 takovy rozklad nema. Pak indukei zkontru-
ujeme posloupnost, kterd protireci 2: a; = a, méjme a; /|1. a; také sdm nenf ireducibilni, tedy a; = be pro
b,c f|1. Kdyby b i ¢ mély ireducibilni rozuklad, pak by ho mél i a, btino b ho nemé a a; 41 := b.

2. jednoznac¢nost rozkladu: pro spor a prvek, ktery mé vice rozkladu a jeho rozklad je ze vsech spornych

nejkratsia :=aq----- an nejkratsiaa=0by----- by, dalsi rozklad. aq je ireducibilni, z lemmatu o délitelnosti
a ireducibilité méme néjaké b; : a1||b; (méme délitelnost + b; je ireducibilni). Tedy o’ = ag---- - an|lby - -
bi—1-biy1 - b je prvek s kratsim rozkladem, coz je spor. H

Definice 23 (Eukleidovskd norma, obor). Eukleidovskou normou na oboru R rozumime zobrazeni v : R —
NuU {0} spliujici:

0. v(0)=0

1. alb #0=v(a) <v(b)

2. Va,be R:b#0:3¢,r € R:a=bq+r,v(r) <wv().

Obor se nazyvé eukleidovsky, pokud na ném existuje eukleidovska norma.

Algoritmus 1 (Eukleiduv). IN: a,b € R,v(a) > v(b).
OUT: NSD(a,b),u,v € R: NSD(a,b) = ua + vb.
ag =a,ug = 1,99 =0,a1 =b,u; =0,v; =1
Qip1 = T, Uip1 = Uim1 — UiQ, Vip1 = Vi1 — V3q, kde a;—1 = a;q+ 71 a v(r) < v(a;).
Pokud a;,1 = 0 vrat a;, u;,v;.

Véta 11 (Eukleiduv algoritmus je korektni). Eukleiduv algoritmus nalezne v eukleidovském oboru R pro
jakykoliv vstup a,b € R hodnotu NSD(a,b) a uv € R: NSD(a,b) = ua + vb.

Dukaz. v(ag) > v(ar) > v(ag) > ... > 0, tedy musi v koneéném ¢ase zastavit. Chceme NSD(a,b) = a, k =
uga + vib. Nebotl NSD(ay,0) = ay, staci ukazat, ze NSD dvou po sob§ jdouvich prvki posloupnosti a; se
nemeéni, tedy Vi € [k] : NSD(a;—1,a;) = NSD(a;,a;+1) a Vi € [k] U {0} : a; = w;a + v;b. Oboje plyne z
ai—1 = a;q+ aiy1. &

Lemma 4 (O délitelnosti a eukleidovské normé). Bud R eukleidovsky obor. a,b € R,a,b # 0.
1. allb = v(a) = v(b)
2. albAD fa = v(a) < v(b).

Dikaz. 1. al|b = a|bAbla = v(a) < v(b) Av(b) <v(a) = v(a) =v(b).

2. Jisté v(a) < v(b), pro spor necht v(a) = v(b). Tedy b = au pro né&jaké u € R, a = bg + r pro néjaké
q,7 € R, v(r) <v(b) =v(a). Jelikoz b fa, mdme r # 0. Pak r = a —bg = a — auq = a(1 —uq) = a|r =
v(a) < v(r) = spor.

H



Disledek 3 (Eukleidovské obory jsou gaussovské). Eukleidovské obory jsou gaussovské.

Diikaz. Existence NSD z predchozi véty (mdme Eukleiduv algoritmus), neexistence nekone¢né posloupnosti
délitelt plyne z druhé ¢asti predchoziho lemmatu - pfi déleni se snizuje norma. H

Definice 24 (Idedl, hlavni idedl). Idedlem v oboru R rozumime libovolnou podmnozinu I C R spliujici
Oel,Va,beUNVueR: —aclNa+belNauel.

Hlavnim idedlem v oboru R rozumime podmnozinu aR = {ar : r € R} = {u € R : a|u} pro libovolné
a€ R.

Véta 12 (Idedly v eukleidovskych oborech). V eukleidovskych oborech je kazdy ideél hlavni.

Diikaz. Bud I ideél v eukleidovském oboru R. Pokud I = {0}, mame I = OR.

Jinak oznacime a prvek idedlu, ktery ma nejmensi nenulovou eukleidovskou normu. (Je-li jich vice, volime
libovolng). Ukdzeme I = aR. Zjevné aR C I, tedy pro spor necht b € I'\ aR. Zvolme ¢, spliiujici b = aq+r
a v(r) < v(a). Jisté r # 0, a nebot b nenf délitelnd a, mdme a < v(r) < v(a). Ale r = b — aq, kde b,aq € I,
a tedy i r € I. Tim méme spor s vybérem a jako prvku s nejmensi kladnou normou. H

Definice 25 (Obor integrity hlavnich ideélu). Rekneme, ze R je obor integrity hlavnich ideéli, pokud je v
R kazdy idedl hlavni.

Pozorovani (Eukleidovskost implikuje OIHI). Kazdy eukleidovsky obor je obor integrity hlavnich ideéla.
Véta 13 (Obory integrity hlavnich idedlu jsou gaussovské). Obory integrity hlavnich idedli jsou gaussovské.

Diikaz. Bud R OIHI. Staéi ukédzat existenci NSD a neexistenci nekoneéné posloupnosti vlastnich délitelt.

NSD: Méjme a,b € R libovolné. bud’ I nejmensi ideal obsahujici mnoZinu aRUbR. Pak existuje ¢ : I = cR.
Vime, ze aR C ¢R,bR C ¢R = c|a A c|b. Déle pro d spolecny délitel a a b: aR C dR,bR C dR = ¢cR C dR =
d|e, tedy ¢ = NSD(a,b).

Délitele: necht takova posloupnost a, as, ... existuje. Pak a; R C asR C as3R C ... a navic nikde neplati
rovnost. Bud' I = J;2, a;R. Tato mnozina tvoif idedl. a tedy I = bR pro né&jaké b € R. A jelikoz b € I, musi
eixostvat néjaké ¢ : b € q; R, a tedy bR = a;R = a;4+1 R, coz je nés spor. H

Poznamka (Obory Z rozsitené /s, a v). Obory Z[/s] uvazujeme pro s, jez neni délitelné druhou mocninou
74dného prvoéisla a v znaéf zobrazeni Z[/s] — NU {0}, kde a + by/s — |a? — sb?|.

Tvrzeni 13 (O v v Z rozéifené /s). Pro kazdd u,v € Z[/s] plati
1. v(uv) = v(u) - v(v).
2. v(u) =1 < u je invertibilni.

Diikaz. 1:u = a+by/s,v = c+d\/s. Pak v(uv) = v((ac+sbd)+(ad+bc)\/s)) = |a®—sb?|-|c?—sd?| = v(u)-v(v).
2: v(a + by/s) = |a® — sb?| =1 = s? — sb? = (a — by/5)(a + by/s) = £1 = a + by/s||1. Opacnd implikace
plyne z 1, nebot u||l = Fv:uww =1=1=v(1) = v(w) = v(u) - v(v) = v(u) = r(v) = 1. B

Tvrzeni 14 (v a Z rozsitené o ). Zobrazeni v je euklidovskd norma na Z[i].

Diikaz. 0: Zjevné

1: Plyne z pfedchoziho tvrzeni (pro s = —1)

2: Méjme a,b € Z[i],b # 0 a z = ¢ € C. Bud ¢ nejblizsi prvek Z[j] k z (minimalizujeme |z — ¢); je-li
jich vice, zvolime libovolné. Polozme r = a — bq. Pak zjevné a + bg + r a zbyva ukazat v(r) < v(b). Jisté
2 —al <2 <1= () =|r]> = |a—bgl* = |- |§ —ql* = [b]* - |z — qf* < [B]* = v(b). B

Definice 26 (Obsah polynomu, primitivn{ ¢dst polynomu, primitivn{ polynom). Bud f =", a;x’ poly-
nom. Pak
e obsahem polynomu f rozumime ct(f) = NSD(ag,a1,...,an)

e primitivn{ ¢dsti polynomu f rozumime pp(f) = > 1, Ct‘zif)xi
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e polynom f nazyvdme primitivni, jestlize ct(f) = 1.

Véta 14 (O ireducibilité polynomu (1§)). Bud R gaussovsky obor, @ jeho podilové téleso a f polynom z
Rlx]. Pak f je ireducibilni v R[z], praveé kdyz:

e deg f =0 a f je ireducibilni v R nebo
e deg f >0, f je primitivn{ a ireducibilni v Q[z].

Véta 15 (Gaussova (16)). Bud R gaussovsky obor a X libovolnd neprdzdnd mnozina. Pak R[X] je také
gaussovsky obor.

Tvrzeni 15 (Eisensteinovo kritérium). Bud R gaussovsky obor, f = Y ;a;z* primitivn{ polynom z [X].
Pokud existuje ireducibiln{ prvek p € R spliwujici p|ag, plai, ..., plan_1 a p? fao, pak je f ireducibilni v R[z].

Diikaz. Uvazme rozklad f = gh : g = Zf:o bzt h = Zé:o c;z* polynomy z R[X] stupné alespoii 1. Pak
plag = boco, tedy plbo nebo p|co, ale ur€ité ne oboje zdroven. Bez tijmy na obecnosti necht p|lbg A p fco. Pak
plai = boer + bico, z predchoziho nutné plb;. Takto pokracujeme a ziskdme p|b;Vi € [k]. Tim ziskdvame p|f,
coZ je spor s primitivitou f. H

Definice 27 (Kofen polynomu). Prvek a € R se nazyvé kofen polynomu f € R[z], pokud f(a) = 0.

Tvrzeni 16 (Obor integity a kofeny). Bud R obor integrity, f € R[z],a € R. Pak a je kofenem f, pravé
kdyz x — a|f.

Dukaz. ,<=“: x —alf, tedy f = (x — a)g, nacez je snadno vidét f(a) = 0.
»=“ Necht f = q(z—a)+r. Pak 0= f(a) = q(a)(z —a)(a) +r(a) =0+7r =r, a tedy z — a|f. B

Véta 16 (Obor integrity a pocet kofentt polynomu). Bud R obor integrity, 0 # f € R[z] a deg f = n. Pak
ma f nejvyse n kofeni.

Diikaz. Indukci podle n. Pro n = 0 — mam nenulovy konstantni polynom, vSe v poirddku.
Pron > 1 — bud f nemd kofen, nebo jej ma (bud a € R), pak f = (x —a)g a z IP mdme, Ze f ma
nejvyse 1 +n — 1 = n kofenu. |

Definice 28 (Algebraické a transcendentni ¢islo). Redlné ¢islo se nazyva algebraické, pokud existuje nenu-
lovy polynom f € Z[x] takovy, ze f(a) = 0. V opaéném piipadé se nazyvd transcendentni.

Tvrzeni 17 (Spocetnost algebraickych redlnych ¢isel). Mnozina algebraickych redlnych fsel je spocetnd.

Diikaz. Definujeme index polynomu f jako |ag| + ...+ |an| + n. Kazdého indexu existuje jen koneéné mnoho
polynomu, tak je muzeme néjak sefadit, a kofeny k nim néjak priddme. H

Tvrzeni 18 (Nespocetnost redlnych ¢isel). N % R.
Drikaz. Diagonalni metoda. H

Tvrzeni 19 (Obor integrity, podilové téleso a koten). Bud R obor integrity, @ jeho podilové téleso. Méa-li
polynom f =" a;z* € R[z] kofen r/s € Q s 7, s nesoudélnymi, pak r|ag a s|ay,.

Dikaz. 0 = f(r/s) = Y., ai(r/s)’. Toto prendsobime s™ a ziskdme ags™ + a1rs" ™' + ... + a,_17" " 's +

a,r™ = 0. s déli vSe krom posledniho ¢lenu, tak musi délit i ten, r naopak. H
Véta 17 (O interpolaci). Bud T téleso a uvazujme po dvou riuzné body ay,...,a, € T a libovolné hodnoty
U, ...,u, € T. Pak existuje pravé jeden polynom f € T'[z] stupné < n spliujici f(a;) = u; pro kazdé i € [n].

Diikaz. Reseni: Langrangetv interpola¢ni polynom f = 7" (u; - 1,4 az;—l;]] ). Pak f(ag) =0+...+0+
Jednoznacnost: f,g: f # g, f(a;) = g(a;)) = w;Vi € [n],h := f — g. h(a;) = OVi, tedy x — a;|hVi, tedy
(x —ay) -+ (z — an)|h. Nebot deg(h) < n, musi byt h =0 a tedy f = g. B
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Dusledek 4 (Funkce a polynomy v koneéném télese). Bud T konecné téleso. Pak pro kazdou funkci f :
T — T existuje préavé jeden polynom g stupné < |T'| takovy, ze f(a) = g(a)Va € T.

Diikaz. Interpolujeme. 2]

Definice 29 (n-nésobny kofen). Rekneme, Ze a € R je n-nasobny kofen polynomu f € R[z], pokud (z—a)"|f
a(x—a)"* [f.
n—1

Definice 30 (Derivace polynomu). Derivace polynomu f = Y1  a;z’ je f' = Y7 (i + 1)a; 412"
Derivace vyssich f4di definujeme induktivne: f(O) = f f(+D) — (f()y,

Lemma 5 (Derivace a operace na polynomech). Bud R obor integrity, f,g € R[z],n € N. Pak
L (f+9)™ = f® + g™
2. (fg)™ =30 (1) fD g~ (Leibnizova formule)
3. (") =n- il
Drikaz. 1. rozepsat + indukce
2. rozepsat + indukce

3. indukce za pomoci 2
H

Véta 18 (Derivace a ndsobnost kofene). Bud R obor integrity, 0 # f € R[z],a € R a necht charakteristika
R je bud’ 0 nebo vétsi nez deg f. Pak jsou nasledujici ekvivalentni:

1. a je n-nasobny kofen polynomu f

2. fOa) = ... = [""D(a) =0, f"(a) £0.

Dikaz. 1= 2: f=(x—a)"-g:g(a) # 0, dosadit do Leibnizovy formule.
2 = 1: fO(a) = f(a) = 0, tedy a je kofen, a musi byt n-nasobny pro néjaké m, a z 1 = 2 méame
m=n. H

Definice 31 (Podokruh, generovany podokruh). Bud R okruh. Pak S C R tvoif podokruh okruhu R, pokud
je uzaviend na vSechny operace, tj. 0 € S,—a € S,a+b € S;ab € S. Piseme S < R, podokruhy R a {0}
nazyvame nevlastni.

Nejmensi podokruh okruhu R obsahujici danou mnozinu X zveme podokruh generovany X a znacime
(X)R. Pro R okruh, S < R a ay,...,a, € R, S[a1,...,a,] = (SU{a1,...,a,})r a hovoiime o rozsireni S o
prvky ai, ..., an.

Tvrzeni 20 (Rozsifeni okruhu a funkéni hodnoty). Bud R komutativni okruh, S jeho vlastni podokruh a
ai,...,an € R. Pak Slay,...,a,] ={f(a1,...,an) : f € S[x1,..., 2]}

Diikaz. Oznacime M = {f(a,1,...,a,): f € S[z1,...,2,]}. Musime ukdzat:
1. Su{a,...an} CM
2. vSechny prvky M lze nagenerovat z S U {ay,...,an}
3. M je uzaviena na vSechny operace.

1: prvky S jsou konstantni polynomy, prvky a; — polynom z;.

2: Je-li f € S[xy,...,2,], pak f(a1,...,a,) je prvek podokruhu Slay,...,a,] - konstanty jsou v S a
dosazeni je v ({a1,...,an}) R

3: mame diky polynomum. 8]

Definice 32 (Prvotéleso, rozsifen{ télesa). Prvotéleso je nejmensi podtéleso (musi obsahovat 1).
Rozsifenim télesa T rozumime libovolné nadtéleso S > T a znaéime T'(ay, . . ., a,) pro nejmensi podtéleso
S obsahujici T'i aq, ..., a,.
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Poznamka (Prvotélesa a rozsifeni + stupen rozsiteni). Kazdé téleso obsahuje prvotéleso izomorfn{ bud Q
nebo Z,,.

S > T lze povazovat na vektorovy prostor nad 7', kde nasobeni S x § — S redukujeme na 7" x S a mame
ndsoben{ skaldrem. Zna¢ime Sr(S,+,—,0,a- : a € T), dimenzi Sy nazyvame stupném rozsifeni T' < S a
zna¢ime [S : T = dimSr.

Definice 33 (Algebraicky, transcendentni prvek a algebraické rozsifen{). Bud T < S rozsifeni télesa a
a € S. Rekneme, Ze a je algebraicky nad T, pokud existuje polynom z T'[z], jehoz je a kofenem. V opacném
piipadé nazveme prvek transcendentni nad 7. Je-li kazdy prvek télesa S algebraicky nad T, hovoiime o
algebraickém rozsiteni.

Tvrzeni 21 (Rozsifeni konetného stupné jsou algebraickd). RozsiFeni koneéného stupné jsou algebraick.

Diikaz. n:=[S:T] auvazme a € S, ukdzeme algebrai¢nost. Prvky 1,a,a?,...,a" jsou linedrné zavislé, tedy
3b; = Y i bia’ = 0, tedy mame nenulovy polynom, jehoZ je a kofenem. H

Definice 34 (Minimdln{ polynom). Bud T < S rozsifeni télesa a a € S algebnraicky prvek nad T. Pak
minimélnim polynomem prvku a nad T rozumime monicky polynom m,r € T'[z| spliujici mq r(a) =0 a
kdykoliv monicky polynom f € T'[z] spliiuje f(a) = 0, pak mq 7|f.

Tvrzeni 22 (Rozsfien{ télesa a podokruhu algebraickym prvkem je totéz). Bud T < S rozsifeni téles a
a € S algebraicky prvek nad T. Pak T'(a) = T'[al.

Diikaz. Vime, ze T[a] = {f(a) : f € T[z]} je podokruh S Nalezneme inverzy k nenulovym prvkum a tim
ziskdme podtélesovost. Bud 0 # f(a) € T[al], hleddme polynom g € T'[z] takovy, ze f(a)g(a) = 1. Jelikoz
fla) # 0, méme mq 1 Af. Z ireducibility m, r plyne NSD(mq 1, f) = 1 a z Bézoutovy rovnost existuji
polynomy u, f € Tx] : 1 = umgr + gf. Dosazenim mame 1 = u(a) -0+ g(a)f(a) = g(a)f(a). B

Tvrzeni 23 (Stupen rozsifen{ je stupefi minimalniho polynomu). Bud T < S rozsifen{ téles a a € S
algebraicky prvek nad T. Pak [T'(a) : T] = degmq, -

n

Diikaz. Polozime n := degm, 1. Ukdzeme, ze 1,a,...,a" ! jsou baze T'(a)7. Kdyby byly linedrné zavislé,

—1, PRI s . wr , .. C .
pak 3b; : Z?:o b;a’ = 0, ¢imz jsme nasli stupném mensi nenulovy polynom, coz je spor s minimalitou.

Generujicnost: f(a) € T(a) = T[al, tedy ¢,r € T[x] t.2. f = qmgr+7,degr < degmqgr = n. Pak f(a) =
q(a) - mq 7(a) + r(a) = r(a). Potom f(a) = r(a) = Y7 bia’, kde b; € T jsou koeficienty polynomu. &3]

Tvrzeni 24 (O stupnich rozsiten{ téles). Nud T' < S < U rozsifen{ téles. Pak [U : T] = [U : S]-[S : T).

Diikaz. Jen pro konecnou dimenzi: m := [U : S],n := [S : T], zvolme bézi A vektorového prostoru Sra bézi
b vektorového prostoru Ug. Ukazeme, ze a1b; ...a1by,,boay, ..., ayb,, tvori bazi Ur.

Generujicnost: v € Z : u = ) s;b; pro s; € S. Pak s; = Zj tijaj, tedy u = Zi(zj tija;)b; =
> i tij - ajpi, ¢imz méme generovani.

Nezavislost: Necht’ Zi,j tij . ajbi =0 pro néjaké tij~ Pak 0 = Zi,j tijajbi = Zj (Zz tijai)b]‘ = Zz tija,- =
0:>tij:0Vi,j. H

Véta 19 (Charakterizace konecnosti stupné rozsireni). Rozsffen{ T < S mé koneény stupen, pravé kdyz
S =T(ay,...,a,) pro néjaké prvky aq,...,a, € S algebraické nad T.

Diikaz. ,<*“: Uvazme postupna rozsifeni 7' < T'(ay1) < ...,< T(a1,...,ay). Pak [T(a1,...,a,) : T| =
[T(ay) : T)-----[T(a1,...,an) : T(ay,...,an_1)]. Viechny stupné jsou koneéné, nebot odpovidaji stupni
minimélnich polynomu.

»=: Indukef podle k =[S : T]. Pro k =1: S = T. Indukén{ krok: a € S\ T: T < T(a) < S. Méme
[S:T)=[5:T(a)]-[T(a): T]. ZIP: S = (T'(a))(b1,...,bn) = T(a,b,...,b,) pro n&jaké prvky bi,...,by,.
Rozsiteni je kone¢ného stupné z predpokladu, takze prvky jsou algebraické. H

Definice 35 (Kofenové nadtéleso). Rekneme, 7ze S > T je kofenové nadtéleso polynomu f € Tx], pokud
m4d polynom f v télese S kofen a a navic S = T(a).

Definice 36 (T-izomorfismus). T-izomorfismus je izomorfismus U — V', jehoZ restrikce na T je identita.
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Véta 20 (O kofenovém nadtélesu). Bud T téleso a f € T[z] stupné alespon 1. Pak
1. existuje kofenové nadtéleso polynomu f,
2. je-li polynom f ireducibilni v T'[z], pak jsou kazdd dvé kofenova nadtélesa polynomu f T-izomorfni.

Diikaz. 1: Bud g néjaky ireducibilni délitel polynomu f a polozme I = ¢gT[z]. Toto je maximdlni idedl v
Tl[x], a tedy S = T[x]/I je téleso. Uvazme homomorfismus v : T — S : a — [a]. Je prosty, nebot prvky
télesa T nejsou v I, takze muzeme ztotoznit T a I'm(y) a uvazime T < S.

Dosadime-li do polynomu g = > ;2" prvek b = fz], mame g(b) = [g] = [0]. Prvek b je tedy kofenem
g, tedy i kofenem f v télese S a navic S = T'(b), protoze T[z] je generovan T'U {z}.

2: Uvazme T < T'(a),T < T'(b) kofenova nadtélesa. Mame T'(a) = {g(a) : g(€ T[z])},T(b) = {g(b) : g €
Tx]}. Uvazujme tedy zobrazeni ¢ : T'(a) — T'(b), g(a) — g(b).

Uvédomime si, ze f = mqr = My, a tedy g(a) = h(a) & (g —h)(a) =0« flg—h < (9 — h)(d) =
0 < g(b) = h(b). Tedy ¢ je opravdu zobrazeni, navic je prosté. Z toho vyse jisté zachovava vSechny operace,
mame tedy izomorfismus. H

Definice 37 (Rozkladové nadtéleso). Rekneme, ze S > T je rozkladové nadtéleso polynomu f € T'[z], pokud
se polynom f rozkldda v S na linedrni ¢initele, a navic, kdykoliv T' < U < S, pak se polynom f v U[z] na
linedrni ¢initele nerozklada.

Tvrzeni 25 (O rozkladovém nadtélesu). Bud T téleso a f € T[] je stupné > 1. Pak
1. existuje rozkladové nadtéleso polynomu f,
2. kazda dvé rozkladova nadtélesa f jsou T-izomorfni.

Diikaz. 1: indukef podle stupné f. Pro stupeni 1 mdme S = T'. Jinak uvazme kofenové nadtéleso T'(a) > T
polynomu f a g € T(a)[z] takové, ze f = g- (a —x). Z deg g < deg f a IP méme rozkladové nadtéleso S nad
T(a). Také se tam rozklddd f na linedrn{ ¢initele, tedy g = g(x —a) = (...) -+ (z — a). Navic je nejmens{
takové: kdyby bylo mensi, rozkladal by se v ném i g, coz je spor.

2: Dokazeme obecnéjsi tvrzent:

Bud'te Ty, T» nadtélesa T, o : Ty — Ty T-izomorfismus, f = > a;2° polynomu z Ti[z], o(f) = 3 p(a;)x’
polynom z Ty[z] a oznacme S; rozkladové nadtéleso f nad Ti, Ss rozkladové nadtéleso ¢(f) nad Ts. Pak S;
a S jsou T-izomorfni.

Nase tvrzeni pak plyne dosazenim 77 = T5 = T, ¢ = id. Budeme postupovat indukci podle deg f. Pro
stupenn 1 mame S = T1, Sy = T a mame hotovo. Pro stupen > 1: uvazme ireducibilni délitel g polynomu f
a jeho kofen a v S. Pak ¢(g) je ireducibilni délitel polynomu ¢(f), a ¢(a) € S je jeho kofen, a tak podobné
jako v pfedchozi vété mdme T-izomorfismu T (a) a Ta(¢(a)), oznacime jej . Déle z IP: h € Ti(a)[z] je
polynom: f = (x — a)h, tedy ¥(f) = (x — ¥(a)) - ¥(h), pak rozkladové nadtéleso S; polynomu h nad T} (a)
a rozkladové nadtéleso Se polynomu ¢(h) nad T(¢(a)) jsou T-izomorfni z IP. B

Véta 21 (O rozkladovém nadtélese polynomu P — x). Bud p prvoéislo, n € N a S rozkladové nadtéleso
polynomu f = 2?" —x € Z,. Pak |S| = p".

Diikaz. Uvazme M = {a € s: f(a) =0} = {a € S : a?" = a}. Prvné f' = p"a?"~! —1 = —1, nebof Z, m4
charakteristiku p. Derivace f’ tedy nem4 s f spoleéna Zddny kofen, nebot je konstantni -1, tedy |M| = p™ a
v8echny kofeny jsou jednoduché.

Ukézeme, ze M je podtélesem S : 0,1 € M jisté. Déle (a=1)P" = (a?" )~ = a~ 1, (ab)?" = a?"b"" = ab,
(a+b)P =a? + 07 + 381 (P)ab P~ = a + b, nebof (?) je délitelné p pro kazdé k : 0 < k < p. Pak (a + b)?"
pouzijeme n-nasobnou aplikaci.

Tim mdme M podtéleso S. Navic jde o rozkladové nadtéleso f, jelikoz obsahuje pravé vsechny kofeny
polynomu f, a tedy M = S. H

Tvrzeni 26 (O existenci ireducibilnfho polynomu stupné n). Pro kazdé prvoéislo p a n € N existuje polynom
g € Zy[z] stupné n, ktery je ireducibilni nad Z,. Navic pro g v Z,[x] plati glzP" — .
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Diikaz. Ze ZS: Pokud je S kone¢né (komutativn{) téleso, pak S*(-,~%, 1) je cyklicka grupa. Z piedchozi véty
méme téeleso S majici p” prvku, kde S je rozkladové nadtéleso polynomu z?" —x € Zyp|z]. Uvazme libovolny
generator a € S* multiplikativni grupy S*. Pak jisté Z,(a) = S. Jako g nyn{ vezmeme minimalni polynom
a € S nad Zy, tedy g = ma,z,. Vime, ze n =[S : Zy| = [Zy(a) : Zy] = deg g a g je ireducibilni nad Z,. Dale,
jelikoz « je koFenem zP" — z, plyne z minimality g, ze v Zy[zx] plati glz?" — x. H

14



Seznam témat

N U =00 W WO U R =W

© O Ut

10
11
12
13

14
15

16

17
18
19

Definice (Césteéné usporddand mmnozina, nejmens{, nejvétsi, minimdln{, maximdlni prvky,

supremum, infimum) . . . .. .. ..
Definice (Svaz, uplny svaz) . . . ..
Definice (Pokryti, Hasseuv diagram)
Véta (Vlastnosti svazu) . . .. ...
Dusledek (Pohledy na svaz) . . . ..

Definice (Monoténni zobrazeni a homomorfismus svazii) . . . . .. .. ... ... ... ....

(
Definice (Podsvaz) . .. ... .. ..

Tvrzeni (Homomorfismus svazu je monoténni) . . . . . . . .. ... .. ...
Véta (Charakterizace isomorfismu svazl) . . . . . . . . ... L Lo
Definice (Distributivn{ svaz, atom, koatom, komplement) . . . . . . ... ... ... ... ...

Tvrzeni (O distributivnich svazech) .
Definice (Booleova algebra) . . . . .
Tvrzeni (O Booleové algebie) . . . .

Véta (Charakterizace koneénych Booleovych algeber) . . . . . . .. ... ... ...

Definice (Moduldrni svaz) . . .. ..
Tvrzeni (O moduldrnich svazech) . .

Véta (Charakterizace moduldrnich svazu) . . . . . ... .. .. Lo Lo L

Véta (Moduldrni svazy a zobrazeni)

Dusledek (Modularita svazu normélnich podgrup) . . . . ... ... .. .. ... ... ....

Poznamka (3. véta o izomorfismu) .

Tvrzeni (O distributivnich svazech a prohozeni pruseku a spojeni) . . . ... ... ... ...
Véta (Charakterizace distributivnich svazi) . . . . . ... ... o oo oL
Veéta (Krdceni v distributivnich svazech) . . . . . . .. ... oo oo
Definice (Kompaktni prvek, algebraicky svaz) . . . . . . ... .. ... ... .. ...
Pozorovani (Koneéné spojeni zachovdva kompaktnost) . . . . . ... ... ... ... ...
Tvrzeni (Svaz poduniverz algebry je algebraicky) . . . . . ... ... ... ... ... ...
Véta (Oprdvnéné pojmenovani algebraickych svazu) . . . . . .. ... ... L.

Definice (Term) . . . . . . ... ...
Definice (Algebra termu) . . . . . . .
Definice (K-volnd algebra) . . . . . .
Definice (Absolutné voln4 algebra) .

Definice (Kvaziprimitivni (netrividlni)

tiida, varieta) . . . . ... Lo

Tvrzeni (Absolutni volnost algebry termt) . . . . . . . .. . .. Lo
(

Tvrzeni (Existence K-volné algebry)
Definice (Splnén{ atomické formule)

Definice (Eq aMod) . . . ... ...
Lemma (O termech a Eq) . . . ...
Véta (Birkhoffova) . . . . ... ...

Definice (Komutativn{ okruh s jednotkou, obor integrity, téleso, podobor) . . . . . . ... ..

Definice (Rozsifeni podoboru) . . . .
Definice (Délitelnost a invertibilita) .
Tvrzeni (Asiociovanost a invertibilita)

T O OO OO UTUTUT T UT T U R R S G000 WLN NN DN NN e e



20
21
22
10
11

12

10
23

11

24
12
25

13

13
14
26
14
15
15
27
16
16
28
17
18
19
17

29
30

18
31
20
32

33
21
34
22
23
24
19
35
36

Pozorovani (Cum na oboru) . . . . . . ...
Definice (NSD, NSN) . . . . . . o e
Definice (Ireducibilni prvek) . . . . . . .. . .o o
Definice (Gaussovsky obor) . . . . . . ...
Tvrzeni (Gaussovsky obor a délitelnost vzhledem k rozkladu) . . . . ... ... .. ... ...
Tvrzeni (Gaussovsky obor a délitelnost ireducibilnich prvka) . . ... ... ... ... . ...
Pozndmka (Prvocinitel) . . . . . . . ..
Tvrzeni (Gaussovské obory a NSD) . . . . . . . . ... L
Lemma (Obor integrity a ndsobeni s NSD) . . . . . . .. ... ... ... L.
Lemma (Existence vSech NSD implikuje prvocinitelnost ireducibilnich prvka) . . . ... . ..
Véta (Charakterizace gaussovskych obortt) . . . . . . . ... .. Lo L L
Definice (Eukleidovskd norma, obor) . . . . . . . . ... Lo
Algoritmus (EukleidGv) . . . . . . .
Véta (Eukleiduv algoritmus je korektni) . . . . . . . . ... oo
Lemma (O délitelnosti a eukleidovské normé) . . . . . ... .. ... ... L.
Dusledek (Eukleidovské obory jsou gaussovské) . . . . . .. ... oo L.
Definice (Idedl, hlavni idedl) . . . . . . . . . . . ..
Véta (Idedly v eukleidovskych oborech) . . . . . . .. ... . oo
Definice (Obor integrity hlavnich idedlu) . . . . . . . . ... ... . o L
Pozorovéni (Eukleidovskost implikuje OIHI) . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
Véta (Obory integrity hlavnich idedla jsou gaussovské) . . . . . . . . ... ... L.
Pozndmka (Obory Z roz8ffené /s, a v) . . . . . . o oo
Tvrzeni (O v v Zroz8ifené \/s) . . . . . . . .
Tvrzeni (v a Z roz8IFené 0 1) . . . . . ..o

O O © OV O© O© © ©WWWOoOooOowOoOo I~ ~JJI3

Definice (Obsah polynomu, primitivn{ ¢dst polynomu, primitivn{ polynom) . . ... ... .. 9
Véta (O ireducibilité polynomu (16)) . . . . . . . .. L 10
Veta (Gaussova (16)) . . . . o o o 10
Tvrzeni (Eisensteinovo kritérium) . . . . . . . . ... L oL oL 10
Definice (Kofen polynomu) . . . . . . . . ... L e 10
Tvrzeni (Obor integity a kofeny) . . . . . . . . . .. .. 10
Véta (Obor integrity a pocet kofent polynomu) . . . . . . . ... ... L 10
Definice (Algebraické a transcendentni éfslo) . . . . . . .. . ... Lo oL 10
Tvrzeni (Spocetnost algebraickych redlnych éfsel) . . . . . . ... ... .. L. 10
Tvrzeni (NespoCetnost redlnych éfsel) . . . . .. ... ... . Lo oL 10
Tvrzeni (Obor integrity, podilové téleso a kofen) . . . . . .. ... ... ... ... ..... 10
Véta (O interpolaci) . . . . . . .. . e 10
Dusledek (Funkce a polynomy v koneéném télese) . . . . . . . . ... ... ... ... 11
Definice (n-ndsobny kofen) . . . . . . . . . e 11
Definice (Derivace polynomu) . . . . . . . . . ..o 11
Lemma (Derivace a operace na polynomech) . . . . . . .. ... .. o o000 11
Véta (Derivace a ndsobnost kofene) . . . . . . .. ... L Lo 11
Definice (Podokruh, generovany podokruh) . . . . ... ... ... oL 11
Tvrzeni (Rozsifeni okruhu a funkéni hodnoty) . . . . . . . . ... ... o oL 11
Definice (Prvotéleso, rozsifeni télesa) . . . . . . . . . . Lo 11
Pozndmka (Prvotélesa a rozsifeni + stupen rozsifenf) . . . . . . .. ... ... ... .. 12
Definice (Algebraicky, transcendentni prvek a algebraické rozsfrent) . . . . . . . .. .. .. .. 12
Tvrzeni (Rozsiteni koneéného stupné jsou algebraickd) . . . . . .. .. ... ... ... .... 12

Definice

—~

Minimdlni polynom) . . . . . . ... 12

Tvrzeni (Rozsiten{ télesa a podokruhu algebraickym prvkem je totéz) . . . .. ... ... .. 12
Tvrzeni (Stupen rozsifen{ je stupenn minimdlntho polynomu) . . . . . . . ... ... ... ... 12
Tvrzeni (O stupnich rozsffeni téles) . . . . . . . . . . . L 12
Véta (Charakterizace koneénosti stupné rozsiteni) . . . . . . . ... ... ... 12
Definice (Kofenové nadtéleso) . . . . . . . . . . .o 12
Definice (T-izomorfismus) . . . . . . . . . .. e 12



20
37
25
21
26

Véta (O kofenovém nadtélesu) . . . . . . ... 13

Definice (Rozkladové nadtéleso) . . . . . . . . . .. L e 13
Tvrzeni (O rozkladovém nadtélesu) . . . . . . . ... ... L Lo 13
Véta (O rozkladovém nadtélese polynomu P — ) . . . . . ... 13
Tvrzeni (O existenci ireducibilntho polynomu stupné n) . . . . .. ... ... ... ... ... 13

17



