Poznamky - automaty a gramatiky
Petr Chmel, LS 2018/19

Definice 1 (Deterministicky kone¢ny automat (DFA)). Deterministicky koneény automat je A = (Q, 3, 9, qo, F),
kde

e () je koneénd mnozina stavu

e Y je koneéna neprazdnd mnozina urcujici abecedu
e :(Q XX — Q je prechodova funkce

® gy € () je pocCatecni stav

e I C @ je neprazdna mnozina koncovych stavu

Definice 2 (Slovo (prézdné), mnozina vsech (neprazdnych) slov). Slovo je koneénd (i prazdnd) posloupnost
symbolu.

Prazdné slovo zna¢ime A nebo ¢.

Mnozinu vSech slov nad ¥ zna¢ime ¥*.

Mnozinu vsech neprazdnych slov nad ¥ znacime YT,

Definice 3 (Jazyk). Jazyk L C ¥* je mnozina slov nad abecedou X.

Definice 4 (Ztetézeni slov, mocnina, délka slova, pocet vyskytu). Zietézeni slov u,v € ¥* je u.v = uv.
Mocnina slova a € ¥* je a® = \,a’* = a.a’"'Vi € N.

Délka slova w je |w| - pocet znaku abecedy.

Pocet vyskytt symbolu s € 3 ve slove w € ¥* je |w]s.

Definice 5 (Rozsfiend piechodové funkce). Bud 6 : Q x ¥ — @ piechodovd funkce. Pak rozsifenou
prechodovou funkef nazveme jeji tranzitivni uzdver 6* : Q x ¥* — Q: §*(q, A) = ¢q,6*(q, wz) = 6(0* (¢, w), x)
prow € ¥*,;x € X.

Definice 6 (Rozpozndvany jazyk (koneénym automatem)). Jazyk rozpozndvany koneénym automatem
A= (szaaa QOaF) je jazyk L(A) = {w NS 2*75*((]051”) € F}

Definice 7 (Pfijimané slovo). Slovo w je pfijimdno automatem A, préavé kdyz w € L(A).

Definice 8 (Rozpoznatelny jazyk). Jazyk L je rozpoznatelny koneénym automatem, jestlize existuje kone¢ny
automat A takovy, ze L(A) = L.

Definice 9 (Reguldrni jazyky). Ttidu jazyku rozpoznatelnych koneénymi automaty nazveme reguldrni ja-
zyky a znacime F.

Véta 1 (Pumping lemma pro reguldrn{ jazyky). Necht L je reguldrni jazyk. Pak existuje konstanta n € N
(zavisld na L) takovd, ze pro kazdé w € L spliiujici |w| > n muzeme w rozdélit na t¥i ¢asti w = zyz spliujic

o |zy[<n
o yF£ A\
o VkeNy:axyfze L

Diikaz. Bud L regularni jazyk. Pak existuje DFA A s n stavy takovy, ze L = L(A).

Vezmeéme libovolny fetézec délky m > n: w =ay...apy,a; € 2.

Zadefinujeme pg = qo, p; = 0*(qo, a1 . . . a;). Jelikoz mdme n stavi automatu a alespon n + 1 mezistavi slova,
z Dirichletova principu dochézi k alespon jednomu opakovani. Vezméme prvni takovy stav: 3i,j : 0 < i <

J<n:pi=p;j.
Zadefinujeme = a1...G;, Y = Qit1...05,2 = Gj41...0n. Pak w = zyz, |zy| < n,y # A a zédroveil muzeme
¢ast y libovolnékrat opakovat a vstup bude také akceptovany, tedy Vk € Ny : zy*z € L. 2]



Definice 10 (Prava kongruence (kone¢ného indexu)). Rekneme, ze ekvivalence ~ na ¥* je prava kongruence,
jesltite Yu,v,w € ¥* : u ~ v = uw ~ vw.
Dale fekneme, ze je koneéného indexu, mé-li rozklad 3*/ ~ kone¢ny pocet tiid.

Véta 2 (Myhill-Nerodova). Necht L je jazyk nad konetnou abecedou ¥.. Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni

1. L je rozpoznatelny koneénym automatem

2. existuje prava kongruence ~ konecného indexu nad ¥* takova, ze L je sjednocenim jistych t¥id rozkladu
/)~

Diikaz. Automat = kongruence: kongruence odpovida staviim DFA v pribéhu vypoctu, sjednoceni tiid jsou
prijimaci stavy.
Kongruence = automat: L ma kone¢né mnoho t¥id rozkladu - pak tyto muzeme namapovat na automat. H

Véta 3 (Konecény postup zjisténi nekonecnosti jazyka). Reguldrnf jazyk L je nekoneény, pravé kdyz Ju €
L :n < |u| <2n pro n z pumping lemmatu.

Drikaz. Takové slovo existuje a muzeme jej pumpovat.
Jinak kdyby neexistovalo a existovalo pouze nejkratsi slovo delsi nez 2n a L by byl nekoneény, pak 1ze toto
slovo ,odpumpovat® a zmensime ho tim (z pumping lemmatu) na |w| — n, a tedy je kratsi, coz je spor. H

Definice 11 (Dosazitelny stav). Nechf 4 = (Q,X,0,qo, F) DFA, ¢ € Q. Rekneme, ze g je dosazitelny,
jestlize existuje w € ¥* takovy, ze §*(qo, w) = q.

Algoritmus 1 (Nalezeni dosazitelnych stavi). BFS

Drikaz. Korektnost: na nedosazitelny se nemuzu dostat
Uplnost: na dosazitelny se z definice dostaneme. H

Definice 12 (Ekvivalence kone¢nych automatt). Koneéné automaty A, B nad X jsou ekvivalentni, jestlize
L(A) = L(B).

Definice 13 (Homomorfismus, isomorfismus DFA). Necht A, A3 jsou DFA. Pak h : Q1 — Q2 je homomor-
fismus, jestlize h(qo,) = qo,,9(d1(¢, 2) = 02(h(q),z),q1 € F1 < h(q1) € F>
Homomorfismus je isomorfismus, je-li prosty a na.

Véta 4 (Ekvivalence a homomorfismus DFA). Existuje-li homomorfismus A; do As, pak jsou A; a A
ekvivalentni.

Diikaz. w € L(Ay) < 07 (qo,,w) € F1 < h(65(qo,,w)) € Fa < §5(h(qo, ), w) € Fy < 63(qo,, w) € Fr & w €
L(Ay). 23]

Definice 14 (Ekvivalence a rozligitelnost stavi). Rekneme, ze stavy p,q € Q jsou ekvivalentni, pokud pro
viechna slova w € X* : §*(p,w) € F < §*(q,w) € F.
Nejsou-li stavy ekvivalentni, fekneme, Ze jsou rozlisitelné.

Lemma 1 (Tranzitivita ekvivalence na stavech). Ekvivalence na stavech je tranzitivni.

Algoritmus 2 (Hledédn{ rozlisitelnych stavi v DFA). Rozlisime prijimajici a nepfijimajici stavy
Déle bud p,q € Q a existuje a € X : §(p,a) a d(g,a) jsou rozlisitelné. Pak i p,q jsou rozlisitelné (déldme
dolni trojihelnikovou matic).

Drikaz. Sporem: af si existuje nerozliSeny par, ze vSech vezmeme ten, rozliseny nejkratsim slovem aj .. .ay,
- p,q € Q. Pak stavy d(p,a1),d(q,a1) jsou rozlisené kratsim slovem, tedy v dalsim kroku mél algoritmus
rozlisit i p, q. H

Algoritmus 3 (Testovan{ ekvivalence reguldrni jazyku). Najdeme DFA rozpoznévajic{ oba jazyky, sjed-
notime stavy a prechody. Jazyky jsou ekvivalentni, pravé kdyz pocatec¢ni stavy jsou ekvivalentni.



Definice 15 (Redukovany DFA| redukt). DFA je redukovany, pokud nemé nedosazitelné stavy a zddné dva
stavy nejsou ekvivalentni.
DFA B je reduktem A, je-li B redukovany a L(A) = L(B).

Algoritmus 4 (Nalezeni reduktu DFA). 1. Eliminujeme nedosazitelné stavy
2. Najdeme rozklad zbylych stavu na tiidy ekvivalence
3. Konstruujeme DFA B na tfidach ekvivalence jakozto stavech.
4. Ptechody podle pfechodu pfres tiidy ekvivalence
5. Jinak pouzivdme tiidy prechodu
Definice 16 (Nedeterministicky kone¢ny automat). NFA je A = (Q, X, J, So, F') takovd, ze:
e () je konetna monzina stavi
e Y je konecnd abeceda
e 5Q x ¥ — 29 je prechodovi funkce
e Sy C @ je mnozina pocatecénich stavi
e F' C @ je mnozina koncovych stavu
Definice 17 (Rozsifend prechodové funkce pro NFA). TODO - ale tak, jak by se dalo ¢ekat

Definice 18 (Jazyk pfijimany NFA). Bud A NFA. Pak L(A) = {w € ¥* : (3q0 € Sp) : 6*(qo, w) N F # 0}
je jazyk prijimany automatem A.

Algoritmus 5 (Podmnozinové konstrukee). Z NFA vytvoiime DFA na mnoziné podmnozin, stavem jsou
vSechny stavy, zbytek jak se da cekat.

Véta 5 (Pfevod NFA na DFA). Pro DFA D vznikly z NFA N podmnozinovou konstrukef plati L(D) = L(N).
Diikaz. Indukef 1ze dokazat 65 ({qo}, w) = 0 (g0, w). B

Definice 19 (A-NFA). A-NFA je E = (Q,X%, 6, Ng, F) takovy, ze spliuje podminky pro NFA vyjma § :
Q x (ZU{A}) — 29, navic A ¢ .

Definice 20 (A-uzdvér). Pro ¢ € Q definujeme A-uzdvér ACLOSE(q) rekurzivné:
e ¢ € A\CLOSE(q)
e p € A\CLOSE(q) A7 € §(p, A) = r € ACLOSE(q)

Pro S C @ : A\CLOSE(S) = |J ACLOSE(q)

q€eSs

Definice 21 (Rozsifend prechodovd funkce A-NFA). TODO: To, co bychom ¢ekali, jenom obalené v A-
uzavérech

Véta 6 (Eliminace A-pfechodu). Jazyk L je rozpoznatelny \-NFA < L € F
Algoritmus 6 (Pfevod A-NFA na DFA). Jako pifevod NFA, ale obalime v A-uzdvérech.
Diikaz. Rozepsat. &
Definice 22 (MnoZinové operace na jazycich). Bud'te L, M jazyky. Pak
1. LUM={w:welLVweM}
2. LNM={w:weLAwe M}



3. L-M={w:weLAw¢gM}
4, L=-L={w:wgL}=0*—1L

Véta 7 (De Morganova pravidla). LN M =LUM
LUM=LNM
L-M=LnM

Véta 8 (Uzavienost reguldrnich jazyki na mnozinové operace). Necht L, M jsou reguldrni jazyky. Pak
LUM,LNM,L— M,L jsou také regularni.

Drikaz. Sestavime automaty: sjednoceni - lambda predchod do obou automatu, sjednocenti - kartézsky soucin,
rozdil - kartézsky soucin a iprava stavii, aby to ddvalo smysl, doplnék - prohozeni p¥ijimajicich a nepfijimajicich
stavi v DFA. 2]

Definice 23 (Retézcové operace na jazycich). Zietézeni jazykt: L.M = {u.v:u € L,v € M}
Mocniny jazyka: L® = {A\}, L'*1 = L*.L

Pozitivn{ iterace: Lt = L' UL?U. ..

Iterace: L* = LOU LT

Otoceni jazyka: LT = {wf* : w € L}

Levy kvocient L podle M: M\L ={v:uwv € L,i € M}

Pravy kvocient L podle M: L/M = {u:uv € L,i € M}

Véta 9 (Uzavienost reguldrnich jazyki na fetézcové operace). Jsou-li L, M reguldrni jazyky, pak i L.M, L*, Lt LT M\
L,L/M jsou reguldrni.

Diikaz. Sestaveni \-NFA, ktery se hezky chova. H
Definice 24 (Tiida RJ). Pro kazdou neprizdnou ¥ bude RJ(X) nejmensi tiida jazyka takovd, ze:

e e RJI(Y)

e zeX:{a} e RIX)

e RJ(X) je uzaviend na konecnd sjednoceni, zietézen{ a iteraci.

Definice 25 (Reguldrni vyrazy). Reguldrni vyrazy «,8 € RV(X) nad konecnou neprizdnou ¥ s jejich
hodnotou L(«) jsou definovdny induktivné:

a=X\LM) = {\}

a=0,L0) =0

a=a€c¥, L(a) = {a}

a+B: Lia+ ) = L(a) UL(B)
o : L(aB) = L(a) L()

o 1 L(a*) = L(a)*

cvvs

Véta 10 (Kleeneova). Libovolny jazyk je rozpoznatelny koneénym automatem, pravé kdyz je ve tiide RJ.

Definice 26 (Dvousmérny koneény automat). Dvousmérny (dvoucestny) koneénym automatem nazyvame
pétici A(Q, 3,4, qo, F'), kde @ je konetnd mnozina stavi, ¥ je konetnd mmnozina vstupnich symbolu, § :
Qx X —Qx{1,-1}, qo € Q pocétecni stav, F C Q.

Definice 27 (Prijet{ dvousmérnym koneénym automatem). Slovo w je pfijato dvousmérnym koneénym
automatem, pokud vypocet zacal na prvnim pismenu w vlevo v pocateénim stavu, ¢teci hlava poprvé opustila
w vpravo v néjakém piijimacim stavu. (Mimo ¢tené slovo neni vypocet definovan.)
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Véta 11. Jazyky pfijimané dvousmérnymi koneénymi automaty jsou praveé regularni jazyky

Diuikaz. Koneény automat na dvousmeérny: piiddm pohyb doprava.
Dvousmérny automat na koneény: sestrojim NFA pomoci metody fezu. H

Definice 28 (Mooreuv stroj). Mooreovym sekvenénim strojem nazyvame Sestici A = (Q,%,Y, 6, u, qo), kde
@ je kone¢nd neprazdnd mnozina stavi, 3 je konecnd neprazdna mnozina symbola (vstupni abeceda), Y je
vystupni abeceda, § : Q@ X X — @ je pfechodova funkce, i : Q — Y je znackovaci funkce, ¢y € @ je poc¢atecni
stav.

Definice 29 (Mealyho stroj). Mealyho sekvenénim strojem nazyvame Sestici A = (@, %,Y,d, Ay, qo), kde
@ je kone¢nd neprazdnd mnozina stavi, 3 je konecnd neprazdna mnozina symbola (vstupni abeceda), Y je
vystupni abeceda, § : Q x ¥ — @Q je prechodova funkce, Ay : Q X X — Y je znackovaci funkce, gy € Q je
pocatecni stav.

Lemma 2. Pro kazdy Mooruv stroj existuje Mealyho stroj prevadéjici kazdé vstupni slovo na stejné vystupni
slovo.

Lemma 3. Pro kazdy Mealyho stroj existuje Mooruv stroj prevadéjici kazdé vstupni slovo na stejné vystupni
slovo.

Definice 30 (Formélni (generativni) gramatika). Formalni (generativni) gramatika je ¢tvetice G = (V, T, P, 5)
slozena z V, koneéné mnoziny neterminalii, neprazdné konetné mnoziny termindla 7', pocateéniho sym-
bolu S € V a koneéné mnoziny pravidel P reprezentujici rekurzivni definici jazyka s pravidly ve tvaru
BAy s w:AeV,B,yvwe (VUT)*

Definice 31 (Klasifikace gramatik). Typu 0: rekurzivné spocetné jazyky, libovolna pravidla
Typu 1: kontextové gramatiky, pravidla typu yAB — ywB: A€ Vv, € (VUT)*,we (VUT)T
Typu 2: bezkontextové gramatiky, v pravidlech nalevo jen netermindl

Typu 3: pravé linedrni gramatiky, reguldrni jazyky, pravidla typu A — wB, A — w.

Definice 32 (Derivace). Méjme gramatiku G = (V, T, P, 5).

Rikdme, 7e o se pfimo piepise na w (piSeme o = w nebo a =g w), jestlize 38,v,v,v € (VUT)* : a =
vpuv,w=vév A (B —~) € P.

Dale fekneme, Ze « se prepiSe na w (piSeme o =* w), jestlize existuje posloupnost (5;); = 1" : @ = (1 =
... = w. Tuto posloupnost napiseme derivaci. Pokud zaroven i # j = B; # [, fekneme, ze je odvozeni
(derivace) minimdlni.

Definice 33 (Jazyk generovany gramatikou). Mé&jme gramatiku G = (V, T, P, S).
Jazyk L(G) generovany gramatikou G = (V,T, P, S) je mnozina termindlnich fetézcu, pro néz existuje
derivace ze startovniho symbolu, tedy L(G) = {w € T* : S =* w}.

Véta 12 (Reguldrni jazyky a gramatika typu 3). Pro kazdy jazyk rozpozndvany koneénym automatem
existuje gramatika typu 3, kterda ho generuje.

Diikaz. Sestavime gramatiku z automatu (tak, jak bychom ¢ekali). H

Lemma 4 (Specidln{ forma gramatik typu 3). Pro kazdou gramatiku typu 3 existuje gramatiku typu 3
generujici stejny jazyk a navic majici pravidla pouze ve tvarech A - aB, A — B,A > A A, BeV,aeT.

Diikaz. Pravidla s vice termindly rozsypeme a tim budeme mit vice pravidel. H
Véta 13. Pro kazdy jazyk L generovany gramatikou tretiho typu existuje A-NFA rozpoznavajici L.
Diikaz. Vezmeme gramatiku z piredchoziho lemmatu. Pak sestavime A-NFA tak, jak bychom ¢ekali. H

Definice 34 (Levd a pravd linedrni gramatika). Gramatiky typu 3 nazyvame pravé linedrni.
Gramatiky s pravidly pouze ve tvaru A - Bw, A — w, A, B € V,w € T* nazveme levé linearni.



Definice 35 (Linedrni gramatika a jazyk). Gramatika je linedrni, jestlize mé pravidla pouze typu A —
uBw,A —w:A,BeV,uweT*
Linearni jazyky jsou pravé jazyky generované linedrnimi gramatikami.

Definice 36 (Deriva¢ni strom). Derivaéni strom pro gramatiku G = (V, T, P, S) je strom, kde kazdy vnitin{
uzel je ohodnocen netermindlem V', kazdy uzel je ohodnocem prvkem V UT U {A}.

Navic, je-1i uzel ohodnocen A, je jedinym synem svého rodice a je-li A ohodnoceni vrcholu a jeho déti jsou
zleva poradé ohodnoceny Aq ... A,, pak A — Ay ... A, je pravidlo gramatiky.

Definice 37 (Strom dévé (yields) slovo). Rekneme, Ze derivaéni strom dava slovo w, jestlize w je slovo
sloZené z ohodnocenf listu (brdno zleva doprava).

Definice 38 (Leva a pravd derivace). Levé derivace (znateno =,,) v kazdém kroku pfepisuje nejlevéjsi
terminal.
Pravé derivace (znaceno =,,,) v kazdém kroku prepisuje nejpravéjsi termindl.

Véta 14 (Derivace a deriva¢ni strom). Pro danou gramatiku G = (V,T,P,S),w € T* jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni

o A= w
o A :>Z‘m w
o A :>:m w
e Existuje deriva¢ni strom s kofenem A davajici slovo w.
Definice 39 (Ekvivalence gramatik). Gramatiky jsou ekvivalentni, jestlize generuji stejny jazyk.

Definice 40 (Jednozna¢nost a viceznacnost CFG). Bezkontextovd gramatika je viceznacénd, jestlize existuje
slovo dédvané dvéma ruznymi deriva¢nimi stromy.
V opa¢ném piipadé je jazyk jednoznacény.

Definice 41 (Zasobnikovy automat). Zasobnikovy automat (PDA) je P = (Q, %, T, 6, qo, Zo, F), kde
e () je konetna mnozina stavi

e ¥ je neprazdnda koneénd mnozina vstupnich symbola

I" je neprazdnd konecna zasobnikova abeceda

0:Q x(Q x{A}) xT'= Prrn(Q x T'*) je pFechodova funkce
® gy € () je poCatecni stav

e 7o €T je pocatecni symbol na zasobniku

e [ je mnozina piijimajicich stavi

Definice 42 (Situace zdsobnikového automatu). Situace zdsobnikového automatu je trojice (¢, w,~), kde
q € Q je aktudlni stav, w € ¥* je zbyvajici vstup a v € I'* je obsah zdsobniku.

Definice 43 (Posloupnost situaci). Necht P je PDA. Pak tp definujeme jako (p,aw, X) Fp (g, w, af) iff
(¢,) € 6(p,a, X).

Definice 44 (Jazyk pfijimany koncovym stavem nebo préazdnym zasobnikem). Jazyk pfijimany koncovym
stavem je L(P) = {w € ¥* : (g0, w, Zy) F* (¢, \,a),q € F,a € T*}
Jazyk piijimany préazdnym zdsobnikem je N(P) = {w € ¥* : (qo,w, Zo) F* (¢, A\, A),q € Q}

Lemma 5. Méjme L = L(Pr) pro néjaky PDA Pp. Pak existuje PDA Py takovy, ze L = N(Py).
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Diikaz. Obalim zacatek (2 stavy na zdsobniku) a z koncovych stavi priddm A-pfechod do vyprazdnovaciho
stavu. e

Lemma 6. Mé&jme L = N(Py) pro néjaky PDA Py. Pak existuje PDA Pg takovy, ze L = L(Pp).
Diikaz. Piidam novy znak na dno zasobniku a kdyz na néj narazim, prejdu do ptijimactho stavu. H
Véta 15 (Bezkontextovost a PDA). Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

e Jazyk L je bezkontextovy

e Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem koncovym stavem

e Jazyk L je prijimany néjakym zasobnikovym automatem prazdnym zdsobnikem

Algoritmus 7 (PDA z CFG). Bud G = (V,T, P,S), pak PDAD = ({q},T,V UT,4,q,S).
Pro netermindly A € V : 6(q, A\, A) = {(q,8) : A — S € P} Pro termindly a € T : §(q,a,a) = {(q,\)}.

Lemma 7 (Ptijimdn{ prazdnym zasobnikem z PDA). Pro PDA P konstruovany algoritmem z CFG G vyse
je N(P) = L(G).

Dikaz. Pres levou derivaci. 24

Lemma 8 (Gramatika pro PDA). Bud PDA P. Pak existuje bezkontextova gramatika G spliujici L(G) =
N(P).

Dukaz. Zkonstruujeme gramatiku s netermindly [pXgq| - PDA vysel z p, vzal ze zdsobniku X a ptesel do ¢

+ novy pocatec¢ni symbol S.

Vp € Q:S — [qoZp], proviechny (r, Yy ...Y,) € 6(q, 8, X),Vr1...16—1 € Q : [¢X 1] = s[rYiri][r1Yars] ... [re—1Yers].
3]

Definice 45 (Zbytetny, uziteény, generujici, dosazitelny symbol). Symbol v gramatice je uziteény, pokud
existuje derivace, v niz se vyskytuje.

Pokud X nenf uzite¢ny, je zbytecny.

X je generujici, pokud X =* w pro néjaké w € T*. Vzdy w —* w v nula krocich.

X je dosazitelny, pokud S =* a X pro néjakd o, 5 € (VUT)*.

Lemma 9 (Eliminace zbytetnych symboli). Bud CFG G s L(G) # (. Pak Gy zkonstruovand eliminac{
negenerujicich symbolu a pravidel je obsahujicich a poté eliminaci vSech nedosazitelnych symbolu nema
zbyteéné symboly a L(G1) = L(G).

Algoritmus 8 (Generujici symboly). Kazdy termindl je generujici.
Jsou-li v8echny symboly na pravé strané pravidla generujici, je i netermindl na levé strané generujici.

Algoritmus 9 (Dosazitelné symboly). S je dosazitelny.
Je-li A € V dosazitelny, pak i v8echny symboly na pravé strané vSech pravidel s A na levé strané jsou
dosazitelné.

Definice 46 (Nulovatelny netermindl). Netermindl A je nulovatelny, jestlize A =* .

Algoritmus 10 (Nalezen{ nulovatelnych symbolia). A — X - A je nulovatelny.
Pokud B — C1 ...Cy a vSechna C; jsou nulovatelnd, je i B nulovatelné.

Algoritmus 11 (Konstrukce gramatiky bez A-pravidel). Najdi nulovatelné symboly. Pro kazdé pravidlo s
nulovatelnymi symboly vytvof vechna mozn4 pravidla s/bez téchto symboli (2¢, kde i je pocet nulovatelnych
symbolu).

Definice 47 (Jednotkové pravidlo). Jednotkové pravidlo je A — B € P, kde A,B € V.

Definice 48 (Jednotkovy pdr). Dvojice A, B € V takovou, ze A =* B pouze jednotkovymi pravidly nazveme
jednotkovy par.



Algoritmus 12 (Nalezen{ jednotkovych paru). (A, A) je jednotkovy par VA € V.
Je-li (A, B) jednotkovy pér a (B — C) € P, pak (A, C) je jednotkovy pér.

Algoritmus 13 (Eliminace jednotkovych pravidel z G). Najdi vSechny jednotkové péry
Pro vsechny jednotkové pary (A, B) ddme do nové gramatiky vSechna pravidla A - o« : B - o € P a
zaroven se nejednd o jednotkové pravidlo.

Lemma 10 (Gramatika v normdlnim tvaru). Méjme bezkontextovou gramatiku G : L(G) \ {\} # (. Pak
existuje CFG G; takovd, ze L(G1) = L(G)\{\} a G1 neobsahuje A-pravidla, jednotkovd pravidla ani zbyte¢né
symboly.

Diikaz. Eliminujeme A-pravidla.
Eliminujeme jednotkova pravidla.
Eliminujeme zbytecné symboly. H

Definice 49 (Chomského normélni tvar). Bezkontextovd gramatika G = (V,T,P,S) je v Chomského
normélnim tvaru, je-li bez zbytetnych symboli a v8echna pravidla jsou ve tvarech A — BC, A, B,C €
VVA—=a,AeV,aeT.

Algoritmus 14 (Netermindly). Pro kazdy termindl vytvoiime novy neterminél, priddme generujici pravidlo
a nahradime v nutnych pravidlech.

Algoritmus 15 (Rozdéleni pravidel). Je-li dlouhé pravidlo A — Bj... By, pfiddme pravidla tak, aby
A— B101, Cy — BQCQ, Ceey Cr_g = Cr_1Cy.

Véta 16 (O Chomského normdlni formé). Bud G bezkontextova gramatika splitujici L(G) \ {\} # 0. Pak
existuje CFG G; v Chomského normalnim tvaru takovd, ze L(G1) = L(GQ) \ {\}.

Lemma 11 (Velikost deriva¢niho stromu gramatiky v ChNF). Méjme derivaéni strom podle gramatiky G
v Chomského normalnim tvaru dévajici slovo w. Je-li délka nejdelsf cesty n, pak |w| < 2771

Véta 17 (Pumping lemma pro bezkontextové jazyky). Necht L je bezkontextovy jazyk. Pak existuji dvé
prirozend ¢isla p, q takovd, ze kazdé z € L : |z| > p lze rozlozit na z = wvwzy, kde

o jvwz| <gq
o v £\
e Vi>0: uviwxiy c L.

Diikaz. Vezmeme gramatiku v Chomského normalni formé. Bud |V| = n, polozime p = 2771 ¢ = 27, Je-li
z € L:|z| > p, ma v derivaénim stromé cestu délky > n. Vezmeme nejdelsi cestu, a termindl ¢. Alespon dva
z poslednich n + 1 netermindlu na cesté do ¢ jsou z Dirichletova principu stejné.

Tedy muzeme toto jejich odvozovani opakovat kolikrat chceme, a tim ziskdme vz. Navic |vwz| < ¢ diky
tomu, Ze vybereme posledni iteraci a navic Chomského normalni forma je nevypoustéci, takze va # X. H

Lemma 12 (Nekone¢nost bezkontextového jazyka). Pro kazdy bezkontextovd jazyk L existuji piirozend
¢isla m, n takovd, ze L je nekoneény, pravé kdyz 3z € L:m < |z]| < n.

Diikaz. Vezmu p, q z pumping lemmatu a projdu slova pro m =p,n=p+q. H

Definice 50 (Greibachové norméln{ forma). Rekneme, Ze gramatika je v Greibachové normélni forme,
jestlize vSechna pravidla maji tvar A - af:a €T, A€V, € V*.

Véta 18 (O Greibachové normaln{ forme). Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje bezkontextova
gramatika G v Greibachové norméln{ formé takovd, ze L(G) = L\ {\}.

Drikaz. Ocislujeme netermindly a povolime levou rekurzi pouze ve tvaru A; — Aja : i < j. Zbytku se
zbavime pomoci spojovéani pravidel nebo odstranén{ levé rekurze skrze rozepsan{ pravidel (1..n).

Poté pospojujeme (n..1)

Odstranime netermindly uvniti pravidel. H



Algoritmus 16 (Cocke-Younger-Kasami). TODO, ,doln{ trojihelnikovd matice®

Véta 19 (CFL a substituce). Bud L bezkontextovy jazyk nad ¥ a o substituce na ¥ takova, Ze o(a) je
CFL pro kazdé a € ¥. Pak i o(L) je CFL.

Diikaz. Idea: Listy v d.s. generuji dalsi stromy.
Pfejmenujeme netermindly tak, aby byly vsude jednoznaéné: v G a G, pro a € 3.

Novd gramatika: G’ = (VU |J Vo, U Tu, U P.U{p € P: s a nahrazenym za S,}, 5).
a€Xs a€X a€X
Zjevné G’ generuje o(L). H

Véta 20 (CFL a inverzni homomorfismus). Necht L je bezkontextovy jazyk a homomorfismus h. Pak h=1(L)
je bezkontextovy jazyk. Navic, inverzni homomorfismus zachovavé determinismus.

Diikaz. Idea: pracujeme se slovem a na jeho znaky aplikujeme homomorfismus a ten pak kontrolujeme. H

Véta 21 (CFL a sjednoceni, konkatenace, Kleene star, pozitivni uzivér a reverzi). CFL jsou uzaviené na
sjednocenti, konkatenaci, uzévér (*), pozitivni uzdvér (4) a zrcadlovy obraz.

Diikaz. Sjednocent: prejmenujeme netermindly pokud je potieba a zaéneme s vybérem jazyka S — S|Ss.
Konkatenace: S — 515

Tterace: S — S15|A

Pozitivni iterace: S — 51.5|5;

Zrcadlovy obraz: oto¢eni vSech pravych stran pravidel. H

Lemma 13 (CFL a kvocienty s RL). Bezkontextové jazyky jsou uzaviené na kvocienty s reguldrnim jazykem.

Druikaz. Levy kvocient: paralelni béh DFA a PDA, s PDA se za¢ne, kdyz DFA je v pfijimacim stavu.
Pravy kvocient: L/M = (MT\L?)E. H

Véta 22 (CFL a DCFL jsou uzaviené na primnik s reguldrnim jazykem). Bud L bezkontextovy jazyk a R
reguldrni jazyk. Pak L N R je bezkontextovy jazyk.

Bud L deterministicky bezkontextovy jazyk a R reguldrni jazyk. Pak LN R je deterministicky bezkontextovy
jazyk.

Diikaz. Prosté zaroven ve stavu simulujeme DFA soucasné s PDA. H

Véta 23 (Rozdil CFL a RL). Necht L je bezkontextovy jazyk a R je reguldrn{ jazyk. Pak L\ R je bezkon-
textovy jazyk.

Diikaz. L — R= LN R a R je regularni. H
Véta 24 (CFL NEjsou uzaviené na doplnék nebo rozdil). CFL nejsou uzaviené na doplnék nebo rozdil.
Lemma 14 (Doplnék deterministického CFL). Doplnék deterministického CFL je opét deterministicky CFL.

Definice 51 (Dyckuv jazyk). Dyckuv jazyk nad abecedou Zy = {a1,d},...,an,al,} gramatikou s pravidly
S — ASS|a1Say| ... |a,Sal,.

Véta 25 (Dyckovy jazyky). Pro kazdy bezkontextovy jazyk L existuje reguldrni jazyk R tak, ze L = h(DNR)
pro vhodny Dyckuv jazyk D a homomorfismus h.

Definice 52 (Deterministicky zdsobnikovy automat). Zasobnikovy automat P = (Q,X%,T, 4, qo, 20, F) je
deterministicky, pravé kdyz zaroven plati

e i(q,a,X) je nejvyse jednoprvkovd Vg € Q,a € LU {A\}, X €T
e Je-li 0(q,a,X) neprazdnd pro néjaké a € X2, pak (g, A, X) mus{ byt prazdnd.
Véta 26 (DPDA a regularni jazyky). Necht L je reguldrni jazyk. Pak L = L(P) pro néjaky DPDA P.
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Definice 53 (Bezprefixovy jazyk). Jazyk L je bezprefixovy, pokud neexistuji z,y € L takové, ze x je prefix
Y.

Véta 27 (DPDA a pfijiméni prazdnym zdsobnikem). Jazyk L € N(P) pro néjaky DPDA P, prave kdyz L
je bezprefixovy a L € L(P’) pro ngjaky DPDA P’.

Véta 28 (DPDA a jednoznacnost gramatik). Nechf L = N(P) pro ngjaky DPDA P. Pak L méa jedno-
zna¢nou gramatiku.
Necht L = L(P) pro ngjaky DPDA P. Pak L m4 jednozna¢nou gramatiku.

Definice 54 (Turinguv stroj). Turigv stroj je sedmice M = (Q, %, T, 4, qo, B, F') se slozkami
e () - neprazdnd kone¢nd mnozina stavu
e Y - kone¢na neprazdnd mnozina vstupnich symbola

e I' - kone¢nd mnozina viech symboll pro pasku, ' D X, QNT =0

0:(Q\F)xT = Q xT x {«,—} - (¢dstecnd) prechodové funkce
® (o € @ - pocatetni stav

e BeD\¥ - blank

e F C @ - mnozina koncovych (pfijimacich) stavu

Definice 55 (Konfigurace Turingova stroje (Instantaneous Description, ID)). Konfigurace Turingova stroje
jetetézec X1Xo ... X;-1¢X; X141 ... Xn, kde g je stav TM, ¢teci hlava je vlevo od i-tého symbolu a X; ... X,
je cast pasky mezi nejlevéjsim a nejpravéjsim symbolem ruznym od blanku. Pokud je hlava na kraji, pfiddame
jesteé jeden blank.

Definice 56 (Krok Turingova stroje). Krok Turingova stroje M (znaceno k,Fpr,H5,):
e Pro 5((]7Xi) = (p, Y, L) X1X2 . XifquiX¢+1 .. Xn l_M X1X2 e Xifngi,1YXi+1 e Xn
e Pro 6(q, Xz) = (p7 Y, R) X1X2 [N Xi—quiXi-i-l ce Xn l_M X1X2 N Xi_1YpXi+1 N Xn

Definice 57 (TM piijimé jazyk). Rekneme, ze Turingtv stroj M = (Q,%,T,0,qo, B, F) piijimé jazyk
L(M)={weX*:quwhr} apB,p € F,a,p € T*}.

Definice 58 (Rekurzivné spocetny jazyk). Jazyk nazveme rekurzivné spocetnym, jestlize je pfijimédn néjakym
Turingovym strojem.

Definice 59 (Pfechodovy diagram pro TM). ,Orientovany graf* prechodu ze stavu do stavu s ozna¢enymi
hranami ¢tenym/psanym znakem a smérem posunu hlavy.

Véta 29 (Rekurzivné spocetné jazyky jsou typu 0). Kazdy rekurzivné spocetny jazyk je typu 0.
Véta 30 (Jazyky typu 0 jsou rekurzivné spocetné). Kazdy jazyk typu 0 je rekurzivné spocetny.

Definice 60 (Vicepaskovy Turinguv stroj). TM s vice paskami, vstup na prvnf pdsce, ostatni prazdné, prvni
hlava vlevo od vstupu, ostatni libovolné, hlava je v poc¢atecnim stavu, 1 krok: hlava ptejde do nového stavu,
na kazdé pasce napiSeme novy symbol, kazda hlava se nezdvisle posune vlevo, vpravo, nebo zustane.

Véta 31 (Vicepéskové a jednopéskové TM). Kazdy jazyk pfijimany vicepdskovyn TM je pfijimany i néjakym
jednopaskovym TM.

Definice 61 (Linedrné omezeny automat). Linedrné omezeny automat (LBA) je nedeterministicky Turinguv

stroj, ktery je omezen konci [, r a na pasce je na zacidtku napsano lwr, kde w je slovo.
Slovo w je prijimano LBA, pokud golwr H* apB,p € F.

Véta 32 (Kontextové jazyky a LBA). Kazdy kontextovy jazyk lze pfijimat pomoci LBA.
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Véta 33 (LBA a kontextové jazyky). LBA pfijimaji pouze kontextové jazyky.

Definice 62 (TM zastavi, rozhoduje jazyk). Rekneme, ze TM zastavi, pokud vstoupi do stavu ¢ se ¢tenym
symbolem X a (g, X) neni definovéno.
Déle TM M rozhoduje jazyk L, pokud L = L(M) a pro kazdé w € ¥* stroj nad w zastavi.

Definice 63 (Rekurzivni jazyky). Jazyky rozhodnutelné TM nazyvame rekurzivni jazyky.
Véta 34 (Postova). Jazyk L je rekurzivni, pravé kdyz L i L jsou rekurzivné spocetné.

Dukaz. Mame TM Ml, M2 L= L(Ml),f = L(Mg)

Pro dané w simulujeme nardz My, My (dvé pasky).

Pokud jeden pfijme, M zastavi a odpovi.

Navic, jazyky jsou komplementéarni, tedy jeden z TM zastavi, tedy L je rekurzivni. H

Diisledek 1. Je-li L rekurzivni jazyk, je i L rekurzivni jazyk.

Poznamka (Kédovani TM). Kdédujeme do {0, 1}: ocislujeme od 1 stavy, symboly a sméry. Pak kédujeme
instrukce jako 0°10710%10'10™, kde i je &islo pivodniho stavu, j je éfslo symbolu, k je &islo nového stavu, I
je ¢islo nového symbolu a m je ¢islo sméru.

Definice 64 (Diagonélni jazyk). Diagonélni jazyk je Ly = {w : TM reprezentovany jako w ktery nepfijimé slovo w}.
Véta 35 (Diagondln{ jazyk nenf rekurzivné spocetny). Lp neni rekurzivné spocetny.

Diikaz sporem. Pro spor piedpoklddejme, ze Lg je rekurzivné spocetny, a tedy Lq = L(M) pro néjaky TM
M.

Zkonstruujeme tabulku, kde tadky jsou oznaceny kédy TM, sloupce slovy jazyka 0,1%, obé lexikograficky
usporadané.

Alespon jeden fetézec kéduje M, tedy code(M) = w;.

Je-li w; € Ly, pak M; ptijima w;, coz je spor s definici.

Naopak, je-li w; & Lq, pak w; € Ly z definice, coz je opét spor.

Tedy takovy M neexistuje a Ly neni rekurzivné spocetny. H

Definice 65 (Univerzaln{ jazyk). Definujeme univerzaln{ jazyk L,, jakozto mnozinu bindrnich fetézcu, které
kéduji par (M, w), kde M je MT a w € L(M).
Pak TM rozpoznévajici L, se nazyva univerzalni Turinguv stroj.

Véta 36 (Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka). L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni.

Diikaz. Mame TM ptijimajici Ly, tedy L, je rekurzivné spocetny. o
Necht L,, je také rekurzivni. Pak L,, by byl také rekurzivni, a pro TM pfijimajici L, miZeme zkonstruovat TM

prijimajici Ly. Ale Ly neni rekurzivné spocetny, tedy L, neni rekurzivné spocetny a L, neni rekurzivni. H

Definice 66 (Rozhodnutelny problém). Problémem P myslime matematicky/informaticky definovanou
mnoZinu otazek kédovatelnou fetézci nad abecedou ¥ s odpovédmi {ano, ne}.

Problém je (algoritmicky) rozhodnutelny, pokud existuje TM takovy, ze pro kazdy vstup w € P zastavi a
navic prijme, pravé kdyz P(w) =ano.

Problém, ktery neni algoritmicky rozhodnutelny nazveme nerozhodnutelny.

Definice 67 (Redukce). Redukei problému P; na P, nazyvéme algoritmus R, ktery pro kazdou instanci
w € Py vyda R(w) € P tak, ze P (w) = Py(R(w)).

Véta 37 (Redukce, rozhodnutelnost a rekurzivn{ spocetnost). Necht existuje redukce z problému Py na P.
Pak je-li P, nerozhodnutelny, je i P> nerozhodnutelny.
Pak neni-li P, rekurzivné spocetny, ani P, neni rekurzivné spocetny.

Diikaz sporem. Je-li P; nerozhodnutelny a P, rozhodnutelny, pak lze P; rozhodnout za pomoci redukce, coz
je spor.
Neni-li P; rekurzivné spocetny a P» je, pak lze za pomoci redukce pfijmout Pj, coz je spor. H
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seznam A seznam B

# #Qw#

X X VX eT

i -

qX Yp pro 6(¢, X) = (p,Y, R)

ZqX pZY pro 6(¢, X) = (p,Y,L),Z €T
q# Y p## pro 6(¢, B) = (p,Y, R)

Zq# pZY # pro 6(¢, B) = (p,Y, L), Z €T
XqY q qgeF

Xq q qeF

qY q qeF

q## q# qeEF

Véta 38 (Halting problem). Méjme M, w € {0, 1}*. Hleddme algoritmus Halt(M,w), ktery vyda 1, prave
kdyz M zastavi na w, jinak vyda 0.

Dikaz. Redukce Ly na Halt. Mé&jme takovy algoritmus pro Halt. Pak vytvorime Halt,,(w): Halt(w,w)=1 -
nekoneény cyklus, jinak zastavime.
Halt(Halt,,,, Halt,,) neni fesitelnd, tedy algoritmus pro Halt nemuze existovat. H

Definice 68 (Postuv korespondenéni problém). Instance Postova korespondenéniho problému (PCP) jsou
dva seznamy slov nad ¥ znacené A = wq,...,ws, B = x1,...,x stejné délky.

Rekneme, ze instance PCP ma feSeni, jestlize existuje posloupnost (i;)jL; takova, ze @i, ..., =
W;, Wy, - .. W5, . Tuto posloupnost navic nazveme resenim.

Postuv korespondencni problém je: Pro danou instance PCP rozhodnéte, zda ma feSeni.

Definice 69 (Céstecné fesenf PCP). Céstecné feseni PCP je posloupnost indext (i;)72; takovd, Ze jeden z
dvojice Tetézel i, x4, - .. X4, & Wi Wi, ... w;, je prefixem druhého.

Lemma 15 (O feSeni a ¢dstetném reseni PCP). Je-li posloupnost ¢isel Fesenim, pak kazdy jeji prefix je také
feSenim.

Definice 70 (Modifikovany Postuv korespondenéni problém, inicidlni feSenf). Méjme instanci PCP, tedy
A=wq,...,wg, B=1x1,..., 7.

Inicidlnim feSenim nazveme seznam 0 nebo vice pfirozenych ¢isel (i;) tak, ze x12;, @i, . . . T, = W1W;, Wy, ... W;,, -
Modifikovany Postuv korespondenc¢ni problém zni: mé instance PCP inicidlni feSeni?

Lemma 16 (Redukce MPCP na PCP). Vezmu v8echna slova z A, za kazdy znak pfiddme hvezdicku,
zkopirujeme prvni slovo na zacatek a pred prvni znak také pridame hvézdicku. Pfiddme posledni slovo dolar.
Vezmu vsechna slova z B, pred kazdy znak pfiddme hvezdicku, zkopirujeme prvni slovo na zac¢atek. Pridame
posledn{ slovo ,,*$“.

Algoritmus 17 (Redukce L, na PCP). Konstruujeme MPCP pro TM = (Q, %, T, 4, qo, B, F), ktery nikdy
nepise B a nikdy nejde hlavou doleva od po¢ateéni pozice. Necht w je vstupni slovo.

Véta 39 (PCP je algoritmicky nerozhodnutelny). PCP je algoritmicky nerozhodnutelny.

Diikaz. Médme algoritmus redukujici L, na MPCP. Chceme, M piijima w, pravé kdyz zkonstruovany PCP
ma3 inicidln{ FeSeni.

,=“rw € L(M) - zatneme inicidlnim pdrem a simulujeme vypocet.

»=“: Mame-li inicidlni feseni PCP, odpovida pfijimajicimu vypoétu M nad w - musel ,simulovat®* vypocet
a uspét. H

Véta 40 (Nerozhodnutelnost vicezna¢nosti). Je algoritmicky nerozhodnutelné, zda je bezkontextova gra-
matika viceznacna.
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Diukaz. Méjme instanci PCP A = wq,...,wg, B =21,...,%k, a1,...,a; € N.

Gy A — wiAaj|wadas| ... JwpAag|wiay|. .. |wiag

Gp : B — x1Bay|zeBas| ... |xgBag|zia1] . . . |zrag

Gap: {A — A|B} UG4UGE

G ap je viceznaénd, pravé kdyz instance PCP (A, B) m4 feseni. H

Véta 41 (Nerozhodnutelné problémy). Necht G, G5 jsou CFG, R je reguldrn{ vyraz. Nasledujici problémy
jsou algoritmicky nerozhodnutelné:

1. L(G
2.

n L(Gz) = (7

h

G1 T* pro néjakou 17

L(Gy)?
L(R)?

1)
(G1) =
3. L(G1)
4. L(Gy)
(G1) <
(

5. L(Gy) € L(Gy)?

6. L(R) C L(G1)?
Diuikaz. 1: Méjme instanci PCP A = wq,...,w;, B =21,...,%k, G1,...,a; € N.
Gy A— wiAaj|wadas| ... |wpAag|wiay|. .. |wiag
Gp: B — z1Baj|xaBas| ... |zpBaglziay|. . . |Trag

PCP m4 tesent, pravé kdyz L(Ga) N L(Gg) # 0.

2: Méjme instanci PCP A = wy, ..., wg, B =1,...,2k, a1,...,a; € N.
Ga: A— wiAaj|waAas| ... |wpAag|wiay|. .. |wiag

Gp : B — z1Baj|xaBas| ... |z Baglziay|. . . |Trag

L(Ga),L(Gg) jsou deterministické, tedy i jejich dopliky jsou deterministické CFL a i jejich sjednoceni je
CFL.

Tedy PCP m4 fesen{ < L(G1) N L(G2) # 0L(G) = L(G1) U L(G3) # X*.
3: at G1 generuje ¥*

4: za R volime ¥*

5: af G generuje X*

6: za R volime »*
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