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Relace a funkce

Definice 1 (Relace). Necht’ X,Y jsou množiny: relaćı mezi X a Y mysĺıme libovolnou množinu R ⊆ X×Y .
Pokud (x, y) ∈ R, ṕı̌seme xRy. X = Y ⇒ relace na X.

Definice 2 (Vlastnosti relace). Necht’ R je relace na X. Pak R je:
◦ reflexivńı ⇔ ∀x ∈ X : xRx
◦ symetrická ⇔ ∀x, y ∈ X : xRy ⇐ yRx
◦ tranzitivńı ⇔ ∀x, y, z ∈ X : xRy ∧ yRz ⇐ yRz
◦ anti-symetrická ⇔ ∀x, y ∈ X : xRy ∧ yRx⇐ x = y

Definice 3 (Ekvivalence a (částečné) uspořádáńı). Necht’ R je relace na X.
R je ekvivalence, pokud je reflexivńı, tranzitivńı a symetrická.
R je částečné uspořádáńı, pokud je reflexivńı, tranzitivńı a anti-symetrická.

Definice 4 (Tř́ıda ekvivalence). Necht’ R je ekvivalence na X, x ∈ X. Potom tř́ıda ekvivalence je R[x] :=
{y ∈ X : xRy}.

Tvrzeńı 1 (Rozklad na tř́ıdy ekvivalence). Necht’ R je ekvivalence na X. Potom:

1. ∀x ∈ X : R[x] 6= ∅

2. ∀x, y ∈ X : (R[x] = R[y]⇔ xRy) ∨ (R[x] ∩R[y] = ∅ ⇔ (x, y) 6∈ R)

3. tř́ıdy ekvivalence jednoznačně určuj́ı R.

D̊ukaz. 1. Zjevně z definice xRx, tedy x ∈ R[x].

2. Rozděĺıme na dva př́ıpady: nejprve xRy. Pak uváž́ıme z ∈ R[x] ⇒ xRz ∧ xRy symetrie⇔ yRx ∧
xRz

tranzitivita⇒ yRz ⇒ z ∈ R[y], tedy R[y] ⊆ R[x]. Analogicky s prohozenými x, y : R[x] ⊆ R[y],
tedy R[x] = R[x].
Nyńı druhý př́ıpad: mějme pro spor ∃ z ∈ X : z ∈ R[x]∩R[y]∧ (x, y) 6∈ R. Tedy xRz, zRy ⇒ xRy ⇒ E

3. Podle 2: dva prvky jsou v relaci právě tehdy, když pař́ı do stejné tř́ıdy.

Definice 5 (Částečně uspořádaná množina, jej́ı vlastnosti a prvky). Necht’ P je množina a R je relace na
P . Pak (P,R) je částečně uspořádaná množina, pokud R je částečné uspořádáńı.
x, y ∈ P jsou porovnatelné ⇔ x � y ∨ x � y.
Řetězec je C ⊆ P taková, že jej́ı dva libovolné prvky jsou porovnatelné.
Antǐretězec je C ⊆ P taková, že jej́ı dva libovolné prvky nejsou porovnatelné.
a, b ∈ P : b je bezprostředńı následńık a, pokud a � b ∧ @c ∈ P : c 6= a, b ∧ a � c � b
Prvek m ∈ P je:
◦ maximálńı ⇔ neexistuje a 6= m : a � m
◦ největš́ı ⇔ m � a ∀a ∈ P
◦ minimálńı ⇔ neexistuje a 6= m : a � m
◦ nejmenš́ı ⇔ m � a ∀a ∈ P
Uspořádáńı je lineárńı, pokud jsou každé dva prvky porovnatelné.

Věta 1 (O dlouhém a širokém). Mějme částečně uspořádanou množinu (P,�). Označme α(P ) velikost
největš́ıho antǐretězce v P a ω(P ) velikost největš́ıho řetězce v P .
Jsou-li α(P ), ω(P ) konečné, pak |P | ≤ α(P ) · ω(P )



D̊ukaz indukćı podle ω(P ). 1. IK: ω(P ) = 1 - tedy nemám 2 porovnatelné prvky, tedy P tvoř́ı antǐretězec,
tedy |P | ≤ |P | · 1: X
2. IK: Předpokládáme platnost pro ω(P ) ≤ ω0 (IP). Budeme dokazovat platnost pro P s ω(P ) = ω0 + 1.
Necht’ M je množina maximálńıch prvk̊u - pak M tvoř́ı antǐretězec, tedy |M | ≤ α(P ).
Dále uvažme částečně uspořádanou množinu (P ′,�) : P ′ = P \M . Pak α(P ′) ≤ α(P ). Dále z faktu, že
každý řetězec v P ′ lze prodloužit o 1 prvkem z M plyne ω(P ′) ≤ ω(P ) − 1. Pak |P | = |M | + |P ′| ≤
α(P ) + α(P ′) · ω(P ′) ≤ α(P ) + α(P ) · (ω(P )− 1) = α(P ) · ω(P )

Definice 6 (Funkce, jej́ı vlastnosti, inverze, složeńı). Necht’ X,Y jsou množiny. Pak relace f mezi X a Y je
funkce, pokud ∀x ∈ X : ∃!y ∈ Y : xfy.
Tato funkce je:
◦ prostá ⇔ ∀x, y ∈ X : x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y)
◦ na ⇔ ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : y = f(x)
◦ bijekce, pokud je prostá a na.
Pokud je f bijekce, pak existuje inverzńı funkce: f−1 : Y → X : f−1(y) = x⇔ f(x) = y
Necht’ g : Y → Z je funkce. Potom složeńım f a g rozumı́me funkci g ◦ f : X → Z : (g ◦ f)(x) = g(f(x))

Kombinatorické poč́ıtáńı a množiny

Tvrzeńı 2 (O počtu funkćı). Necht’ M,N jsou konečné množiny, |M | = m, |N | = n. Potom počet funkćı
f : N →M je roven mn.

D̊ukaz. Každá funkce f : N →M je jednoznačně určena n-tićı (f(x1), f(x2), . . . , f(xn)) ∈Mn. Dále zjevně
|Mn| = mn.

Definice 7 (Množinové značeńı). Necht’ X je množina. Pak P(X) = 2X je množina všech podmnožin X.
Symetrická diference množin X,Y : X4Y = (X \ Y ) ∪ (Y \X) = (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ).

Tvrzeńı 3 (O počtu podmnožin). Necht’ |N | = n je konečná množina. Pak N má přesně 2n podmnožin -
tedy |P(N)| = |2N | = 2n.

D̊ukaz. Existuje bijekce mezi 2N a množinou funkćı f : N → {0, 1}, jichž je 2n. pro A ⊆ N : fA : N →
{0, 1} : fA(x) = 0 pokud x 6∈ A, jinak fA(x) = 1.
Toto zobrazeńı je zjevně prosté a na - máme tedy bijekci.

Tvrzeńı 4 (O počtu sudých a lichých podmnožin). Necht’ |N | = n je konečná množina. Potom N má přesně
2n−1 sudých podmnožin a 2n−1 lichých podmnožin.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že máme stejně sudých a lichých podmnožin. Vytvoř́ıme funkci f : 2N → 2N : f(A) =
A4a, kde a je pevně zvolený prvek. To je bijekce, převáděj́ıćı ze sudoprvkové na lichoprvkovou množinu.

Tvrzeńı 5 (O počtu prostých zobrazeńı). Necht’ |M | = m, |N | = n jsou konečné množiny. Potom počet

prostých zobrazeńı f : N →M je roven
∏n−1

i=0 (m− i)

Definice 8 (Permutace). Permutace na N je libovolná bijekce f : N → N . Jejich počet je |N |!. Permutaci
lze rozložit na cykly.

Definice 9 (Kombinačńı č́ısla). Necht’ k, n ∈ N : 0 ≤ k ≤ n. Potom
(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
je kombinačńı č́ıslo.

Dále
(
N
k

)
znač́ıme množinu všech k-prvkových podmnožin N .

Tvrzeńı 6 (O počtu k-prvkových podmnožin). |
(
N
k

)
| =

(|N |
k

)
pro N, k, pro něž dává tvrzeńı smysl.

D̊ukaz počtem dvěma zp̊usoby.

Věta 2 (Binomická věta).

(a+ b)n =

n∑
i=0

(
n

i

)
· an−i · bi



Věta 3 (Princip inkluze a exkluze). Necht’ A1, . . . , An jsou konečné množiny. Potom

|A1 ∪ . . . ∪An| =
∑

i⊆[n]∧I 6=∅

(−1)|I|+1 · | ∩i∈I Ai|

D̊ukaz. Uváž́ıme x ∈ A1 ∪A2 ∪ . . .∪An. Na levé straně započ́ıtáme x právě jednou. Totéž chceme i na pravé
straně.
Bez újmy na obecnosti řekněme, že x ∈ Aj1 , Aj2 , . . . , Ajk a nepatř́ı do ostatńıch. Označme si J = {j1, j2, . . . , jk} 6=
∅. Pak x ∈

⋂
i∈I Ai ⇔ I ⊆ J . Tedy na pravé straně započ́ıtáme x

∑
I⊆J,I 6=∅(−1)|I|+1-krát. Potřebujeme ověřit

rovnost tohoto výrazu s 1.∑
I⊆J,I 6=∅

(−1)|I|+1 =
∑

I⊆J,|I| liché

1 +
∑

I⊆J,|I| sudé,I 6=∅

−1
Tvrz. o lich. a sud. podmn.

=

=
∑

I⊆J,|I| sudé

1 +
∑

I⊆J,|I| sudé,I 6=∅

−1 = 1

Definice 10 (Pevný bod permutace a šatnářčino č́ıslo). Pevný bod permutace π na X je x ∈ X : π(x) = x.
Šatnářčino č́ıslo je počet permutaćı bez pevného bodu na [n].

Základy pravděpodobnosti

Definice 11 (Pravděpodobnostńı prostor). Pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,Σ, P ), taková, že Ω je
tzv. nosná množina (všech jev̊u), Σ je množina př́ıpustných jev̊u (podmnožin Ω) a P je funkce Σ → [0, 1] a
jsou splněny nějaké axiomy.
Diskrétńı pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,Σ, P ), taková, že Ω je konečná nebo spočetná, Σ = 2Ω a
P splňuje:

1. P [A] =
∑

a∈A P [{a}]∀A ∈ Σ

2. P [Ω] = 1

Pokud Ω je konečná, hovoř́ıme o konečném pravděpodobnostńım prostoru.

Definice 12 (Podmı́něná pravděpodobnost). Necht’ (Ω,Σ, P ) je diskrétńı pravděpodobnostńı prostor a
A,B ⊆ Ω jsou jevy takové, že P [B] 6= 0. Potom podmı́něnou pravděpodobnost́ı (A za podmı́nky B) de-

finujeme jako P [A|B] =
P [A ∩B]

P [B]

Věta 4 (Bayesova). Necht’ A,B1, . . . , Bn jsou jevy na diskrétńım pravděpodobnostńım prostoru (Ω,Σ, P )
takové, že: Bi jsou po dvou disjunktńı, P [Bi] > 0, B1 ∪ . . . ∪Bn = Ω, P [A] > 0. Pak

P [Bi|A] =
P [A|Bi] · P [Bi]∑n

j=1 P [A|Bj ] · P [Bj ]

Definice 13 (Nezávislé jevy). Jevy A,B jsou nezávislé, pokud P [A ∩B] = P [A] · P [B].

Definice 14 (Součin pravděpodobnostńıch prostor̊u). Necht’ (Ω1, 2
Ω1 , P1),(Ω2, 2

Ω2 , P2) jsou diskrétńı pravděpodobnostńı
prostory. Potom jejich kartézský součin je pravděpodobnostńı prostor(Ω, 2Ω, P ), kde Ω = Ω1×Ω2, pro A ⊆ Ω
definujeme P =

∑
(ω1,ω2)∈A P1[{ω1} · P2[{ω2}]

Definice 15 (Náhodná veličina, jej́ı středńı hodnota). Necht’ (Ω, 2Ω, P ) je diskrétńı pravděpodobnostńı
prostor. Potom náhodná veličina je libovolná funkce X : Ω→ R.
Středńı hodnota této veličiny je definována jako E[X] =

∑
ω∈Ω P [ω] ·X(ω)



Tvrzeńı 7 (Linearita středńı hodnoty). Pro náhodné veličiny X,Y a α ∈ R plat́ı:
◦E[αX] = αE[X]
◦E[X + Y ] = E[X] + E[Y ]

Definice 16 (Indikátor, nezávislost náhodných veličin). Necht’ A je jev v diskrétńım pravděpodobnostńım
prostoru. Potom indikátor A je náhodná veličina IA definovaná: IA(ω) = 0⇔ ω 6∈ A, jinak IA(ω) = 1.
Náhodné veličiny X,Y na diskrétńım pravděpodobnostńım prostoru (Ω, 2Ω, P ) jsou nezávislé, pokud ∀α, β ∈
R jsou jevy {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ α}, {ω ∈ Ω : Y (ω) ≤ β} nezávislé.

Poznámka. Pokud X,Y jsou nezávislé, pak E[XY ] = E[X] · E[Y ]. (bez d̊ukazu)

Teorie graf̊u

Definice 17 (Graf, d̊uležité grafy a pojmy). Graf je uspořádaná dvojice G = (V,E), kde V je libovolná
množina (vrchol̊u) a E ⊆

(
V
2

)
je množina hran.

V m̊užeme též značit jako V (G), analogicky E. Standardně uvažujeme konečné grafy, nekonečné explicitně
zd̊urazńıme.
Důležité grafy:
◦Kn = ([n],

(
[n]
2

)
) - úplný graf na n vrcholech

◦In = ([n], ∅) - nezávislá množina na n vrcholech
◦Cn - kružnice (cyklus) na n vrcholech
◦Pn - cesta s n vrcholy
◦Km,n - úplný bipartitńı graf na m+ n vrcholech
Pro graf G = (V,E) plat́ı: ◦ Dva vrcholy v1, v2 ∈ V jsou sousedńı (incidentńı), pokud {v1, v2} ∈ E je hrana.
◦ Vrchol v ∈ V a hrana e ∈ E jsou sousedńı (incidentńı), pokud v ∈ e.
◦ Dvě hrany e1, e2 ∈ E jsou sousedńı (incidentńı), pokud |e1 ∩ e2| = 1.
◦ Graf H = (V ′, E′) je podgraf G, pokud E′ ⊆ E ∧ V ′ ⊆ V . ◦ Graf H = (V ′, E′) je indukovaný podgraf,

pokud je podgraf a E′ =
(
V ′

2

)
∩E ◦ Sled je posloupnost v0e1v1 . . . envn vrchol̊u a hran taková, že vi ∈ V ∀(i ∈

[n] ∨ i = 0), ei ∈ E∀i ∈ [n], ei = {vi−1, vi}∀i ∈ [n]. ◦ Sled je tah, pokud se v něm neopakuj́ı hrany. ◦ Sled je
cesta, pokud se v něm neopakuj́ı ani hrany, ani vrcholy.

Definice 18 (Izomorfismus). Necht’ G1 = (V1, E1), G2 = (V2, E2) jsou grafy. Potom funkce f : V1 → V2 se
nazývá izomorfismus G1 a G2, pokud splňuje:

1. f je bijekce

2. {u, v} ∈ E1 ⇔ {f(u), f(v)} ∈ E2

Tvrzeńı 8 (Zavedeńı vlnky a jej́ı ekvivalence). Necht’ ∼ je relace na V grafu G = (V,E) taková, že:
u, v ∈ V : u ∼ v ⇔ existuje cesta z u do v. Potom relace ∼ na V je ekvivalence.

D̊ukaz. Zjevně reflexivita plat́ı, taktéž symetrie.
U tranzitivity: mějme u, v, w ∈ V : Vytvoř́ıme sled u→ v → w. Uváž́ıme nejkratš́ı sled - to muśı být cesta -
kdyby nešlo o cestu, šel by na cestu zkrátit.

Definice 19 (Komponenta souvislosti, souvislost). Tř́ıdy ekvivalence relace ∼ se nazývaj́ı komponenty
souvislosti. Graf je souvislý, pokud má právě jednu komponentu souvislosti.

Definice 20 (Matice sousednosti). Necht’ G = (V,E) je graf, kde V = {v1, . . . , vn}. Potom matice soused-
nosti G je matice n × n, jež se znač́ı A = AG = (ai,j)i,j∈[n]. Definuje se jako ai,j = 1 ⇔ vi, vj ∈ E,ai,j = 0
jinak.

Věta 5 (O počtu sled̊u). Necht’ G = (V,E) je graf, kde V = {v1, . . . , vn} a AG jeho matice sousednosti,
B = Ak

G jej́ı k-tá mocnina. Potom bi,j znač́ı počet sled̊u z vi fo vj délky k, kde B = (bi, j).

D̊ukaz indukćı podle k.



Definice 21 (Stupeň vrcholu, skóre grafu). Necht’ G = (V,E) je graf, v ∈ V jeho vrchol.
Stupněm vrcholu v rozumı́me počet hran, které z v vycházej́ı. Znač́ıme deg v = degG v.
Pokud nav́ıc V = {v1, . . . , vn}, potom posloupnost deg v1, . . . ,deg vn nazýváme skóre grafu G.
Dohoda: dvě skóre grafu považujeme za stejná, pokud se lǐśı pouze permutaćı.

Lemma 1 (Princip sudosti). Necht’ G = (V,E) je graf. Potom
∑

v∈V deg v = 2|E|.

D̊ukaz. Každá hrana vycháźı ze dvou vrchol̊u - započ́ıtáme ji dvakrát.

Důsledek 1 (O počtu vrchol̊u s lichým stupněm). Počet vrchol̊u lichého stupně je sudý. Tento d̊usledek
neplat́ı pro nekonečné grafy.

Věta 6 (O skóre). Mějme posloupnost D = (d1, d2, . . . , dn) nezáporných celých č́ısel takových, že d1 ≤ d2 ≤
. . . ≤ dn. Uváž́ıme posloupnost D′ = (d′1, . . . , d

′
n−1) takovou, že d′i = di, pokud i < n− dn, d′i = di− 1 jinak.

Potom D je skóre grafu ⇔ D′ je skóre grafu.

D̊ukaz.
”
⇐“: mějme G′ graf se skóre D′. Pak jsme schopni vytvořit G = (V,E) se skóre D tak, že V =

VG′ ∪ {vn}, E = EG′ ∪ {{vi, vn} : n− 1 ≥ i ≥ n− dn}.

”
⇒“: Pomocné tvrzeńı: Necht’ G znač́ı množinu všech graf̊u se skórem D. Potom v G je nějaký graf G = (V,E)

takový, že V = {v1, . . . , vn},deg vi = di, a vn soused́ı s vrcholy vn−dn
, . . . , vn−1.

D̊ukaz pomocného tvrzeńı. Uváž́ıme libovolný graf G1 ∈ G : G1 = (V1, E1) tak, že deg vi = di.

1. vn je spojen s vn−dn , . . . , vn−1 - máme náš hledaný graf

2. ∃i ∈ {n − dn, . . . , n − 1} takové, že {vi, vn} 6∈ E1. Uvažme i maximálńı možné. Zjevně ∃vj : j <
i, {vj , vn} ∈ E1 ∧ ∃vk : {vk, vi} ∈ E1 ∧ {vk, vj} 6∈ E1 (deg vi ≥ deg vj). Pak prohod́ıme hrany - skóre se
nezměńı, ale vylepš́ıme p̊uvodńı graf.

Nyńı využijeme hledaný graf z tvrzeńı - ubráńım posledńıho vrcholu vše splňujeme.

Definice 22 (Eulerovskost, uzavřený eulerovský tah). Uzavřený eulerovský tah v G = (V,E) je tah takový,
že každou hranu obsahuje právě jednou, každý vrchol obsahuje alespoň jednou a zároveň zač́ıná a konč́ı v
témže vrcholu.
Dále řekneme, že graf je eulerovský, pokud v něm existuje uzavřený eulerovský tah.

Věta 7 (O eulerovských grafech). Graf je eulerovský ⇔ je souvislý a všechny vrcholy maj́ı sudý stupeň.

D̊ukaz.
”
⇒“ Muśı být souvislý - všechny stupně sudé: z jednoho vrcholu vstupuji tolikrát, kolikrát z něj

vystupuji.
”
⇐“ G je souvislý a má všechny stupně sudé. Mějme T tah, který použ́ıvá největš́ı možný počet

hran.
Chceme: T je uzavřený a eulerovský.

Definice 23 (Hamiltonovská kružnice). Hamiltonovská kružnice je kružnice v grafu, jež obsahuje všechny
vrcholy.

Definice 24 (Orientovaný graf a daľśı pojmy). Orientovaný graf je dvojice G = (V,E) taková, že V je
množina vrchol̊u a E ⊆ V × V je množina orientovaných hran.
Orientovaný tah v orientovaném grafu G = (V,E) je posloupnost vrchol̊u a hran v0, e1, v1, . . . en, vn, kde
ei = (vi−1, vi)∀i ∈ [n] a hrany se neopakuj́ı. Obdobně definujeme orientovaný sled, cestu, nebo kružnici.
Uzavřený eulerovský tah v orientovaném grafu G = (V,E) je tah, který:
◦ zač́ıná a konč́ı ve stejném vrcholu (uzavřenost)
◦ procháźı každou hranou právě jednou a obsahuje všechny vrcholy (eulerovskost)
Vstupńı stupeň vrcholu v v orientovaném grafu G = (V,E) je počet orientovaných hran, které do v vcháźı.
Znač́ıme deg+ v.
Výstupńı stupeň vrcholu v v orientovaném grafu G = (V,E) je počet orientovaných hran, které z v vycháźı.



Znač́ıme deg− v.
Necht’ G = (V,E) je orientovaný graf. Potom symetrizace G je G = (V,E), kde E := {e ∈

(
V
2

)
: e =

{x, y}pro (x, y) ∈ E}.
G je slabě souvislý, pokud jeho symetrizace je souvislý graf.
G je silně souvislý, pokud ∀x, y ∈ V ∃ orientovaná cesta z x do y.
Silná souvislost implikuje slabou souvislost.

Věta 8 (o orientovaných eulerovských grafech). Necht’ G = (V,E) je orientovaný graf. Potom G obsahuje
uzavřený eulerovský tah právě když ∀v ∈ V : deg+ v = deg− v a G je slabě souvislý.

D̊ukaz. Cvičeńı

Definice 25 (Strom, les, list). Graf je strom, pokud je souvislý a neobsahuje cyklus.
Graf je les, pokud neobsahuje cyklus.
Vrchol stupně 1 v libovolném grafu se nazývá list.

Lemma 2 (O existenci listu). Každá strom s alespoň dvěma vrcholy má alespoň dva listy.

D̊ukaz. NechŤ T = (V,E) je strom. Uvažme nejdeľśı možnou cestu (v0e1v1 . . . ekvk) v rámci T . Uvědomı́me
si, že v0 6= vk jsou listy - kdyby nebyly, lze cestu prodloužit, nebo bychom měli cyklus, což by byl spor.

Lemma 3 (O trháńı list̊u). Mějme graf G = (V,E), v ∈ V list.

Uvažme graf G− v := (V \ v,E ∩
(
V \v

2

)
).

Potom následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. G je strom

2. G− v je strom

D̊ukaz.
”
1⇒ 2“: G je souvislý a bez kružnic. Chceme: G− v je souvislý a bez kružnic.

Zjevně odtržeńım listu souvislost neporuš́ıme a kružnici také nevytvoř́ıme. Souvislost: ∀x, y ∈ V (G − v)∃
cesta z x do y v G, která se vyhýbá vrcholu v. Tato cesta také nálež́ı G− v, tedy G− v je souvislý.

”
2⇒ 1“: G− v je souvislý a bez kružnic. Chceme: G je souvislý a bez kružnic.

Přidáńım listu kružnici zjevně nevytvoř́ıme a spojitost z̊ustane zachována: označme vrchol n jako jediný
vrchol, který je hranou spojen s v. Pak z každého vrcholu existuje v G− v cesta do n. Prodloužeńım o jednu
hranu vytvoř́ıme cestu do v.

Věta 9 (Ekvivalentńı charakterizace stromů). Necht’ graf G = (V,E). Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekviva-
lentńı:

1. G je strom

2. ∀x, y ∈ V : ∃! cesta z x do y (jednoznačnost cesty)

3. G je souvislý a vynecháńım libovolné hrany vznikne nesouvislý graf (minimálńı souvislost)

4. G neobsahuje kružnici a každý graf vzniklý z G přidáńım hrany již kružnici obsahuje (maximálńı
graf bez kružnic)

5. G je souvislý a |V | = |E|+ 1

D̊ukaz. Dokážeme ekvivalenci 2-5 k 1 přes indukci podle počtu vrchol̊u.

Definice 26 (Kostra grafu). Necht’ G = (V,E) je graf. Libovolný strom tvaru (V,E′), kde E′ ⊆ E nazveme
kostrou grafu.

Lemma 4 (O kostře a souvislosti). Graf má kostru ⇔ je souvislý.

D̊ukaz. ”⇐”Kostru můžeme na graf doplnit bez ztráty souvislosti
”⇒”Ze souvislého grafu lze zjevně vytvořit kostru.



Definice 27 (Rovinný graf, oblouk, nakresleńı, stěna). Oblouk roviny je obraz intervalu [0, 1] při spojitém
prostém zobrazeńı, tedy množina tvaru γ([0, 1]), kde γ : [0, 1] → R2 spojitá a prostá. Body γ(0) a γ(1)
nazýváme koncovými body oblouku.
Dále X ⊆ R2 je obloukově souvislé, pokud ∀x, y ∈ X lze x a y spojit obloukem v X.
Necht’ G = (V,E) je graf. Potom nakresleńım G rozumı́me přǐrazeńı, které každému vrcholu v ∈ V přǐrazuje
b(v) ∈ R2, každé hraně e ∈ E přǐrazuje oblouk o(e) ⊂ R2 za podmı́nek:

1. b je prosté

2. koncové body oblouku o({u, v}) jsou body b(u), b(v)

3. žádný nekoncový bod oblouku o(e) nesplývá s žádným z bod̊u b(v)

Dále je nakresleńı rovinné, pokud libovolné dva oblouky přǐrazené hranám sd́ılej́ı nejvýše koncové body.
Graf je rovinný, pokud má nějaké rovinné nakresleńı.
Stěny v rovinném nakresleńı jsou maximálńı obloukově souvislé podmnožiny R2\(

⋃
v∈V {b(v)}∪

⋃
e∈E{o(e)}).

Věta 10 (Euler̊uv vzorec pro rovinné grafy). Necht’ G = (V,E) je souvislý rovinný graf, kde s je počet stěn
v libovolném rovinném nakresleńı grafu G. Potom |V | − |E|+ s = 2
Odtud plyne, že počet stěn nezáviśı na volbě nakresleńı.

D̊ukaz indukćı podle |V |+ |E|. Báze triviálńı (jeden vrchol).
Budeme dokazovat pro |V | > 1. IP: platnost pro nižš́ı hodnoty.
Mějme G = (V,E). Pak G má list - ten utrhneme a použijeme IP, nebo nemá list, pak má kružnici -
odebereme libovolnou hranu a použijeme IP.
Poznámka: je k tomu potřeba obt́ıžná věta z topologie (Jordanova věta o kružnici).

Tvrzeńı 9 (O doplněńı na triangulaci). Kdykoliv G je rovinný graf s alespoň třemi vrcholy a zadaným
rovinným nakresleńım, potom lze G rozš́ı̌rit pouze přidáváńım hran na tzv. triangulaci, tj. rovinné nakresleńı,
kde každá stěna je ohraničena trojúhelńıkem.

D̊ukaz. Uvažme rovinné nakresleńı grafu G′ tak, že G′ źıskáme pouze přidáváńım hran do G a zároveň tak,
že G′ má maximálńı počet hran. Dokážeme, že G′ je triangulace.

1. G′ je souvislý - kdyby nebyl, tak můžeme propojit komponenty - spor s maximalitou počtu hran.

2. Podél žádné stěny se neopakuj́ı vrcholy. Kdyby se opakovaly, pak mějme vrcholy u, v, w takové, že v
se ve stěně opakuje, u předcháźı v a w následuje za v. Pak můžeme propojit u a w - spor.

3. Každou stěnu ohraničuje trojúhelńık. Pro spor: je to n-úhelńık pro n ≥ 4. Protože se neopakuj́ı vrcholy,
pak stěna vypadá jako normálńı n-úhelńık. Pak si vybereme 4 vrcholy a stř́ıdavě je obarv́ıme 2 barvami
- mimo n-úhelńık může být nejvýše jedna ze dvou stejnobarevných hran - druhou můžeme nakreslit
dovnitř n-úhelńıka - opět spor s maximalitou počtu hran.

Důsledek 2 (O počtu hran rovinného grafu). Necht’ G je rovinný graf s n vrcholy a m hranami, kde n ≥ 3.
Potom m ≤ 3n− 6.

D̊ukaz. Uvažme libovolný rovinný graf G. Ten rozš́ı̌ŕıme na triangulaci G′. Potom uváž́ıme, že s = 2|V (G′)|
3 .

Nyńı z Eulerovy formule: n−m′ + s = 2⇒ n− 1
3m
′ = 2⇒ m′ = 3n− 6⇒ m ≤ 3n− 6.

Důsledek 3 (O vrcholu stupně nejvýše pět). V každém rovinném grafu existuje vrchol, jehož stupeň je
nejvýše 5.

D̊ukaz. Z předchoźıho d̊usledku: 6n− 12 ≥ 2m =
∑

deg v. Pak 6− 12
n ≥

∑
deg v
n , což je aritmetický pr̊uměr

- tedy je nutně menš́ı než 6, tedy existuje vrchol se stupněm nejvýše 5.

Definice 28 (Stupeň stěny). Stupeň stěny (značeno deg f , kde f je stěna) je počet hran podél stěny.



Tvrzeńı 10 (O počtu hran rovinného grafu bez trojúhelńık̊u). Pokud G je rovinný graf bez trojúhelńık̊u a
má alespoň tři vrcholy, pak |E| ≤ 2|V | − 4.

D̊ukaz. Bez újmy na obecnosti: G je souvislý. Pokud neńı, pak spoj́ıme komponenty a ničemu to neuškod́ı.
2|E| =

∑
deg f ≥ 4s, kde s je počet stěn (z faktu, že stupeň stěny je nejméně 4). Nyńı z Eulerovy formule:

2 = |V | − |E|+ s ≤ |V | − |E|+ |E|
2 ⇒ |E| ≤ 2|V | − 4

Definice 29 (Duálńı graf). !”Definice”
Mějme rovinné nakresleńı G pak stěny rovinného nakresleńı jsou vrcholy, hrany odpov́ıdaj́ı hranám.

Definice 30 (Obarveńı a chromatické č́ıslo). Mějme graf G = (V,E).
Potom obarveńı G pomoćı k barev je libovolná funkce c : V → [k] taková, že ∀u, v ∈ V : {u, v} ∈ E ⇒
c(u) 6= c(v).
Chromatické č́ıslo G je minimálńı k takové, že G má obarveńı pomoćı k barev. Znač́ıme jej χ(G).

Věta 11 (O čtyřech barvách). Chromatické č́ıslo libovolného rovinného grafu je nejvýše čtyři.

Bez d̊ukazu - extrémně těžký.

Definice 31 (k-degenerovanost). Řekneme, že graf je k-degenerovaný, pokud každý jeho podgraf obsahuje
vrchol stupně nejvýše k.
Stromy jsou 1-degenerované, rovinné grafy jsou 5-degenerované.

Tvrzeńı 11 (Barevnost k-degenerovaného grafu). Je.li G k-degenerovaný graf, potom χ(G) ≤ k + 1.

D̊ukaz indukćı podle počtu vrchol̊u n = |V (G)|, k je parametr. 1. IK: n = 0 X- nemuśıme ani barvit
2. IK: n > 0, předpokládáme platnost pro hodnoty menš́ı než n. Necht’ v je vrchol stupně nejvýše k. Uvažme
G′ = G− v - ten je opět k-degenerovaný - tedy χ(G′) ≤ k+ 1. Sousedi v v G mohou být obarveni nejvýše k
barvami, obarv́ıme jej tedy k + 1. barvou. Máme validńı obarveńı G nejvýše k + 1 barvami.

Důsledek 4 (Věta o šesti barvách). χ(G) ≤ 6 pro G rovinný.

Věta 12 (O pěti barvách). Pro každý G rovinný plat́ı, že χ(G) ≤ 5.

D̊ukaz indukćı podle n = |V (G)|. 1. IK: n = 0 - stejně jako v předchoźım d̊ukazu.
2. IK: n > 0, předpokládáme platnost pro hodnoty menš́ı než n. Najdeme v ∈ V (G) : deg v ≤ 5, G′ = G− v.
Pak rozlǐśıme dvě možnosti.

1. deg v ≤ 4 - pak jsou nejvýše 4 barvy na sousedech při obarveńı G′ a v můžeme obarvit pátou barvou.

2. deg v = 5 - pokud sousedi v použ́ıvaj́ı pouze 4 barvy, pak stejně jako v 1. Jinak použ́ıvaj́ı pět barev.
Označme G′i,j indukovaný podgraf G′ na vrcholech barev i, j. Pak mějme sousedy v: a, b, c, d, e : c(a) =
1, c(b) = 2, c(c) = 3, c(d) = 4, c(e) = 5 a jsou nakresleny ve směru hodinových ručiček. Pak označme
G′1,3(a) komponentu G′1,3 obsahuj́ıćı a. Pokud c 6∈ G′1,3(a), pak v podgrafu G′1,3(a) otoč́ıme barvy 1 a
3 - pak můžeme v obarvit 1. Pokud ovšem c ∈ G′1,3(a), můžeme předchoźı situaci použ́ıt na b a G′2,4,
protože b, d jsou odděleny kružnićı spojuj́ıćı a, c a obsahuj́ıćı v.

Daľśı věci ke zkoušce

Věta 13 (Erdös-Szekersova). Libovolná posloupnost reálných č́ısel délky n2 + 1 obsahuje monotónńı pod-
posloupnost délky n+ 1.

D̊ukaz. Necht’ máme posloupnost (x1, . . . , xn2+1). Položme X = {1, 2, . . . , n2 + 1} a definujme relaci � na X
předpisem: i � j ⇔ i ≤ j ∧ xi ≤ xj .
Po ověřeńı, že (X,�) je částečně uspořádaná množina. Nyńı za použit́ı věty o dlouhém a širokém α(X,�
) · ω(X,�) ≥ n2 + 1, tedy α(X,�) > n ∨ ω(X,�) > n. Nyńı je jen potřeba ukázat, že řetězec je neklesaj́ıćı
posloupnost a nezávislá množina je nerostoućı posloupnost.



Definice 32 (Náhodný graf). Vyb́ıráme-li náhodný graf na V = [n], přičemž všechny grafy jsou stejně
pravděpodobné, můžeme na to nahĺıžet jako na

(
n
2

)
hod̊u spravedlivou minćı - pro každou dvojici vrchol̊u

hod́ıme minćı, zda se má stát hranou nebo ne. Př́ıslušný pravděpodobnostńı prostor Gn bude mı́t jako prvky

všechny možné grafy na V , a všechny budou mı́t stejnou pravděpodobnost 2−(n
2)

Věta 14 (o existenci velkých bipartitńıch podgraf̊u). Bud’ G graf se sudým počtem (2n) vrchol̊u a s m > 0
hranami. Potom množinu V = V (G) lze rozdělit na dvě disjunktńı n-prvkové podmnožiny A,B tak, že v́ıce
než m

2 hran G spojuje vrchol z A s vrcholem z B.

D̊ukaz. Zvolme náhodně n-prvkovou množinu A a položme B = V \ A. Necht’ X označuje počet hran G
takových, že {a, b} ∈ E(G)∧ a ∈ A, b ∈ B. Spočteme středńı hodnotu E[X] náhodné veličiny X. Pro každou
hranu e = u, v ∈ E(G) definujeme jen Ne, který nastane pro všechny volby množiny A takové, že |A∩e| = 1.
Plat́ı X =

∑
e∈E(G) INe , a tedy E[X] =

∑
e∈E(G) P (Ne). Nyńı stač́ı stanovit pravděpodobnost P (Ne).

Celkem existuje
(

2n
n

)
možnost́ı volby množiny A. Požadujeme-li, aby u ∈ A ∧ v 6∈ A, můžeme zbývaj́ıćıch

n− 1 prvk̊u A zvolit
(

2n−2
n−1

)
zp̊usoby, a stejně tak pro symetrickou situaci u 6∈ A ∧ v ∈ A. Proto

P (Ne) =
2
(

2n−2
n−1

)(
2n
n

) =
n

2n− 1
>

1

2

Odtud dostaneme E[X] =
∑

e∈E(G) P (Ne) >
m
2 . Středńı hodnota je pr̊uměrem hodnot X přes všechny volby

množiny A. Pr̊uměr nemůže být větš́ı než maximum z těchto hodnot, a tedy existuje volba A, pro niž v́ıce
než polovina hran jde např́ıč.
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5 Tvrzeńı (O počtu prostých zobrazeńı) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
8 Definice (Permutace) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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2 Věta (Binomická věta) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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22 Definice (Eulerovskost, uzavřený eulerovský tah) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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30 Definice (Obarveńı a chromatické č́ıslo) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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