Poznamky - diskrétni matematika
Petr Chmel

Relace a funkce

Definice 1 (Relace). Nechf XY jsou mnoZiny: relacf mezi X a Y myslime libovolnou mnozinu R C X x Y.
Pokud (z,y) € R, piseme xRy. X =Y = relace na X.

Definice 2 (Vlastnosti relace). Necht R je relace na X. Pak R je:
oreflexivni & Vr € X : zRx

o symetrickd < Vz,y € X : xRy < yRx

o tranzitivni < Vz,y,z € X : xRy AN\yRz < yRz

o anti-symetricka < Ve,y € X :zRyAyRx <=z =1y

Definice 3 (Ekvivalence a (&dsteéné) usporadani). Necht R je relace na X.
R je ekvivalence, pokud je reflexivni, tranzitivni a symetricka.
R je tastetné uspotradani, pokud je reflexivni, tranzitivni a anti-symetricka.

Definice 4 (Ttida ekvivalence). Necht R je ekvivalence na X, z € X. Potom tiida ekvivalence je R[z] :=
{y € X : zRy}.

Tvrzeni 1 (Rozklad na t¥idy ekvivalence). Necht R je ekvivalence na X. Potom:
1.Vze X :Rlz] #0
2. Vo,y € X : (R[z] = Rly] & zRy) V (Rlz] N R[y] =0 & (z,y) € R)
3. tiidy ekvivalence jednoznac¢né urcuji R.

Dikaz. 1. Zjevné z definice xRz, tedy = € R[z].

symetrie

2. Rozdélime na dva piipady: nejprve zRy. Pak uvdzime z € R[z] = xRz A zRy ~ & yRx A
Rz TRV YRy = 2 € R[y], tedy R[y] C R[z]. Analogicky s prohozenymi x,y : Rlz] C Ry,
tedy R[z] = R[x].

Nynf druhy pfipad: méjme pro spor 3z € X : z € R[z| N R[y] A (z,y) € R. Tedy 2Rz, 2Ry = xRy = ¢

3. Podle 2: dva prvky jsou v relaci pravé tehdy, kdyz paii do stejné tiidy.
O

Definice 5 (Césteéné uspofddand mnoZina, jeji vlastnosti a prvky). Necht P je mnoZina a R je relace na
P. Pak (P, R) je ¢astetné usporddand mnozina, pokud R je ¢dsteéné usporadani.
x,y € P jsou porovnatelné <z =yVae <y.

Retézec je C' C P takovd, ze jeji dva libovolné prvky jsou porovnatelné.
Antifetézec je C C P takova, ze jeji dva libovolné prvky nejsou porovnatelné.

a,b € P: b je bezprostiedni naslednik a, pokud a <bABc€ P:c#a,bAa=<c=b
Prvek m € P je:

o maximalni < neexistuje a #m:a = m

o nejvétsi & m = aVa € P

o minimalni < neexistuje a Zm:a <m

o nejmensi & m <X aVa € P

Usporadani je linedrni, pokud jsou kazdé dva prvky porovnatelné.

Véta 1 (O dlouhém a Sirokém). Méjme ¢dstecné uspofddanou mnozinu (P, >). Oznaéme «(P) velikost
nejvétsiho antifetézce v P a w(P) velikost nejvétsiho fetézce v P.
Jsou-li a(P),w(P) konetné, pak |P| < a(P) - w(P)



Diikaz indukci podle w(P). 1. IK: w(P) = 1 - tedy nemdm 2 porovnatelné prvky, tedy P tvoii antifetézec,
tedy |P| < |P|-1: v

2. IK: Pfedpokldddme platnost pro w(P) < wp (IP). Budeme dokazovat platnost pro P s w(P) = wg + 1.
Nechf M je mnoZina maximdalnich prvki - pak M tvoif antifetézec, tedy |M| < a(P).

Déle uvazme ¢dstecné uspoiddanou mnozinu (P', <) : P’ = P\ M. Pak a(P’) < a(P). Déle z faktu, ze
kazdy Fetézec v P’ lze prodlouzit o 1 prvkem z M plyne w(P’) < w(P) — 1. Pak |P| = |M| + |P'| <
a(P)+ a(P") - w(P') <a(P)+ a(P) - (w(P)—1) =a(P) - w(P) O

Definice 6 (Funkce, jeji vlastnosti, inverze, slozeni). Nechf X, Y jsou mnoziny. Pak relace f mezi X a Y je
funkce, pokud Vo € X : Jly € Y : = fy.
Tato funkce je:

oprosti &Vr,ye X:x#£y= f(z)# fly)

onaeVyeYdre X :y=f(x)

o bijekce, pokud je prosta a na.

Pokud je f bijekce, pak existuje inverznf funkce: f~1:Y — X : fl(y) =z & f(z) =y

Necht g : Y — Z je funkce. Potom sloZenim f a g rozumime funkci go f: X — Z : (go f)(x) = g(f(x))

Kombinatorické pocitani a mnoziny

Tvrzeni 2 (O poctu funkei). Nechf M, N jsou koneéné mnoziny, |[M| = m,|N| = n. Potom poéet funkci
f: N — M je roven m”.

Diikaz. Kazda funkce f: N — M je jednoznaéné uréena n-tici (f(z1), f(z2),..., f(z,)) € M™. Déle zjevné
|[M"™| = m™. O
Definice 7 (Mnozinové znaceni). Necht X je mnozina. Pak P(X) = 2% je mnozina viech podmnozin X.
Symetrickd diference mnozin X,Y: XAY = (X \Y)U Y\ X)=(XUY)\ (X NY).

Tvrzeni 3 (O po¢tu podmnozin). Necht |N| = n je koneénd mnozina. Pak N m4 presné 2" podmnoZin -

tedy [P(N)| = [2] = 27

Diikaz. Existuje bijekce mezi 2V a mnozinou funkei f : N — {0,1}, jichz je 2. pro A C N : fa : N —
{0,1} : fa(z) =0 pokud x & A, jinak fa(z)=1.
Toto zobrazeni je zjevné prosté a na - mame tedy bijekci. O

Tvrzeni 4 (O poctu sudych a lichych podmnozin). Necht |N| = n je koneénd mnozina. Potom N m4 pfesné
27~! sudych podmnozin a 2"~ ! lichych podmnozin.

Diikaz. Staéi ukazat, ze mame stejné sudych a lichych podmnozin. Vytvoiime funkci f : 2V — 2V : f(A) =
AAa, kde a je pevné zvoleny prvek. To je bijekce, prevadéjici ze sudoprvkové na lichoprvkovou mnozinu.
Tvrzeni 5 (O poctu prostych zobrazeni). Necht |M| = m,|N| = n jsou koneéné mnoziny. Potom pocet

prostych zobrazeni f : N — M je roven H?:_()l (m—1)

Definice 8 (Permutace). Permutace na N je libovolna bijekce f: N — N. Jejich pocet je |N|!. Permutaci
1ze rozlozit na cykly.

!
Definice 9 (Kombina¢ni ¢isla). Necht k,n € N: 0 < k < n. Potom (Z) = ﬁ je kombinaéni ¢islo.
(n — k)!

Dale (JZ ) zna¢ime mnozinu v8ech k-prvkovych podmnozin N.

Tvrzeni 6 (O poctu k-prvkovych podmnozin). |(]Z)| = (‘]Z‘) pro N, k, pro néz dava tvrzeni smysl.
Druikaz poétem dvéma zpusoby. O

Véta 2 (Binomicka véta).

(a+b)" = Z (?) g

n
1=0



Véta 3 (Princip inkluze a exkluze). Necht Ay,..., A, jsou koneéné mnoziny. Potom

[A1U...UA,| = Z (=D)L e Ay
iCn] AT

Dikaz. Uvéazime x € A;UAsU...UA,. Na levé strané zapocitame x pravé jednou. Totéz chceme i na pravé
strané.
Bez tjmy na obecnosti feknéme, ze ¢ € A, A, , ..., A;, anepatii do ostatnich. Oznaé¢me si J = {j1,j2, ...,k } #

0. Pak x € (,c; A & I C J. Tedy na pravé strané zapoéitame x -, ; ;(—1)/I*1-krét. Potrebujeme ovérit
rovnost tohoto vyrazu s 1. B

Z (_1)|[|+1 _ Z 1+ Z ] Tvrz. o lich.gsud‘ podmn.

1CJ, 10 ICJ,|I| liché ICJ,|I| sudé,I#0
= Y 1+ > =1
ICJ,|I] sudé ICJ,|I| sudé,I#£D

O

Definice 10 (Pevny bod permutace a Satnéicino ¢islo). Pevny bod permutace m na X je € X : 7(z) = «.
Satndic¢ino ¢islo je pocet permutaci bez pevného bodu na [n].

Zaklady pravdépodobnosti

Definice 11 (Pravdépodobnostni prostor). Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, X, P), takova, ze Q je
tzv. nosnd mnozina (v8ech jevi), ¥ je mnozina ptipustnych jevi (podmnozin Q) a P je funkce ¥ — [0,1] a
jsou splnény néjaké axiomy.

Diskrétni pravdépodobnostni prostor je trojice (2, %, P), takova, ze Q je konecnd nebo spocetnd, ¥ = 29 a
P splnuje:

L PlA] = 5,0, Pl{a)lvA €
2. P[Q)=1
Pokud € je kone¢nd, hovorime o koneé¢ném pravdépodobnostnim prostoru.

Definice 12 (Podminénd pravdépodobnost). Nechf (2,3, P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor a
A,B C Q jsou jevy takové, ze P[B] # 0. Potom podminénou pravdépodobnost{ (A za podminky B) de-

PIANB
finujeme jako P[A|B] = [P[;ﬂ]

Véta 4 (Bayesova). Necht A, By,..., B, jsou jevy na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru (£, %, P)
takové, ze: B; jsou po dvou disjunktni, P[B;] > 0,B; U...U B, = Q, P[4] > 0. Pak

P[A|B;] - P[B]
> i1 PIA|B;] - P[Bj]

P[Bi|A] =

Definice 13 (Nezdvislé jevy). Jevy A, B jsou nezdvislé, pokud P[AN B] = P[4] - P[B].

Definice 14 (Souéin pravdépodobnostnich prostori). Necht (Qy, 2%, P;),(Q2,2%2, Py) jsou diskrétn{ pravdépodobnostni
prostory. Potom jejich kartézsky soucin je pravdépodobnostni prostor(£2, 2%, P), kde Q = Q; x Qs, pro A C Q
definujeme P =37, e Pil{wi} - Pa[{wa}]

Definice 15 (Ndhodn4 velicina, jeji stfedni hodnota). Necht (£2,2%, P) je diskrétni pravdépodobnostni
prostor. Potom nahodnd velic¢ina je libovolnd funkce X : Q@ — R.

Sttedni hodnota této veli¢iny je definovana jako E[X] =) . Plw] - X (w)



Tvrzeni 7 (Linearita stfedni hodnoty). Pro ndhodné veliciny X,Y a a € R plati:
o ElaX] = aE[X]
oFE[X 4+Y]=E[X]+ E[Y]

Definice 16 (Indikédtor, nezdvislost ndhodnych veli¢in). Necht A je jev v diskrétnim pravdépodobnostnim
prostoru. Potom indikator A je ndhodn4 veli¢ina I4 definovand: I4(w) =0 < w ¢ A, jinak I4(w) = 1.
Nahodné veliciny X, Y na diskrétnim pravdépodobnostnim prostoru (€2, 2, P) jsou nezavislé, pokud Ve, 3 €
R jsou jevy {w € 2: X(w) < a},{w € 2: Y (w) < B} nezdvislé.

Poznamka. Pokud X,Y jsou nezdvislé, pak E[XY]| = E[X]- E[Y]. (bez dukazu)

Teorie grafii

Definice 17 (Graf, dulezité grafy a pojmy). Graf je usporddand dvojice G = (V, E), kde V je libovolnd
mnozina (vrcholu) a E C (‘2/) je mnozina hran.

V muzZeme téz znadcit jako V(G), analogicky E. Standardné wvaZujeme konecné grafy, nekonecné explicitné
zduraznime.

Dulezité grafy:

oK, = ([n], ([g])) - Uplny graf na n vrcholech

ol, = ([n],0) - nezdvisld mnoZina na n vrcholech

oC,, - kruznice (cyklus) na n vrcholech

oP, - cesta s n vrcholy

oK, » - uplny bipartitni graf na m 4+ n vrcholech

Pro graf G = (V, E) plati: o Dva vrcholy vy, vs € V jsou sousedni (incidentni), pokud {vi,v2} € E je hrana.
o Vrchol v € V a hrana e € E jsou sousedni (incidentni), pokud v € e.

o Dvé hrany ey, es € E jsou sousedni (incidentni), pokud |e; Nea| = 1.

o Graf H = (V', E') je podgraf G, pokud E' C EAV' C V.o Graf H = (V', E') je indukovany podgraf,
pokud je podgraf a ' = (‘g) N E o Sled je posloupnost vpejvy .. . e,v, vrcholt a hran takovd, ze v; € VV(i €
[n]Vi=0),e; € EVi € [n],e; = {v;—1,v;}Vi € [n]. o Sled je tah, pokud se v ném neopakuji hrany. o Sled je
cesta, pokud se v ném neopakuji ani hrany, ani vrcholy.

Definice 18 (Izomorfismus). Necht Gi = (Vi, E1),Gs = (Va, E3) jsou grafy. Potom funkce f : Vi — Vs se
nazyva izomorfismus Gy a Ga, pokud spliuje:

1. f je bijekce
2. {u,v} € By & {f(u), f(v)} € Ey

Tvrzeni 8 (Zavedeni vinky a jeji ekvivalence). Necht ~ je relace na V grafu G = (V,E) takova, ze:
u,v € V :u~ v & existuje cesta z u do v. Potom relace ~ na V je ekvivalence.

Diikaz. Zjevné reflexivita plati, taktéz symetrie.
U tranzitivity: méjme u, v, w € V: Vytvorime sled u — v — w. Uvazime nejkratsi sled - to musi byt cesta -
kdyby neslo o cestu, Sel by na cestu zkratit. O

Definice 19 (Komponenta souvislosti, souvislost). Ttidy ekvivalence relace ~ se nazyvaji komponenty
souvislosti. Graf je souvisly, pokud mé pravé jednu komponentu souvislosti.

Definice 20 (Matice sousednosti). Necht G = (V, E) je graf, kde V' = {v1,...,v,}. Potom matice soused-
nosti G je matice n x n, jez se znaci A = Ag = (a;;); je[n]- Definuje se jako a;; = 1 & v;,v; € Ea; 5 =0
jinak.

Véta 5 (O poctu sledi). Necht G = (V, E) je graf, kde V = {vy,...,v,} a Ag jeho matice sousednosti,
B = A’& jeji k-td4 mocnina. Potom b; ; znaci pocet sledu z v; fo v; délky k, kde B = (b, j).

Dukaz indukct podle k. O



Definice 21 (Stupen vrcholu, skére grafu). Necht G = (V, E) je graf, v € V jeho vrchol.
Stupném vrcholu v rozumime pocet hran, které z v vychdzeji. Znacime degv = degq v.
Pokud navic V' = {vy,...,v,}, potom posloupnost deg vy, ..., degv, nazyvdme skére grafu G.
Dohoda: dvé skére grafu povazujeme za stejnd, pokud se lisi pouze permutact.

Lemma 1 (Princip sudosti). Necht G = (V, E) je graf. Potom )", , degv = 2|E|.
Druikaz. Kazda hrana vychézi ze dvou vrcholu - zapocitame ji dvakrat. O

Disledek 1 (O poctu vrcholu s lichym stupném). Pocet vrcholu lichého stupné je sudy. Tento dusledek
neplati pro nekonecné grafy.

Véta 6 (O skére). Méjme posloupnost D = (dy,ds, . . ., d,) nezdpornych celych ¢isel takovych, ze dy < da <
... < d,. Uvézime posloupnost D' = (d},...,d, _;) takovou, ze d; = d;, pokud i < n—d,, d, = d; — 1 jinak.
Potom D je skére grafu < D’ je skére grafu.

Diikaz. <% mé&me G’ graf se skére D'. Pak jsme schopni vytvorit G = (V, E) se skére D tak, ze V =
Vor U{vpn 1, E = Egr U{{vi,upn}:n—1>i>n—d,}.

»,=“: Pomocné tvrzeni: Necht G zna&f mnozinu viech grafii se skérem D. Potom v G je n&jaky graf G = (V, E)
takovy, ze V.= {v1,...,v,},degv; = d;, a v, sousedi s vrcholy v,,—q, ..., Vp—1.

Dukaz pomocného tvrzeni. Uvazime libovolny graf Gy € G : G = (Vi, E1) tak, Ze degv; = d;.

1. v, je spojen s vn_q,,...,Un—1 - mame nas hledany graf

2. 3i € {n —dp,...,n — 1} takové, ze {v;,v,} ¢ Ei. Uvazme ¢ maximélni mozné. Zjevné Jv; : j <
i,{vj,v,} € E1 AJvg : {vg, v} € Ex Af{wvg, v} & Ey (degv; > deguj). Pak prohodime hrany - skére se
nezmeéni, ale vylepsime puvodni graf.

O
Nyni vyuzijeme hledany graf z tvrzeni - ubranim posledniho vrcholu vse spliiujeme. O

Definice 22 (Eulerovskost, uzavieny eulerovsky tah). Uzavieny eulerovsky tah v G = (V| E) je tah takovy,
ze kazdou hranu obsahuje pravé jednou, kazdy vrchol obsahuje alespon jednou a zaroven zacind a konéi v
témze vrcholu.

Daéle fekneme, ze graf je eulerovsky, pokud v ném existuje uzavieny eulerovsky tah.

Véta 7 (O eulerovskych grafech). Graf je eulerovsky < je souvisly a vSechny vrcholy maji sudy stupei.

Diukaz. ,=* Musi byt souvisly - vSechny stupné sudé: z jednoho vrcholu vstupuji tolikrat, kolikrat z néj
vystupuji. ,,<=“ G je souvisly a mé vSechny stupné sudé. Méjme T tah, ktery pouziva nejvétsi mozny pocet
hran.

Chceme: T je uzavieny a eulerovsky. O

Definice 23 (Hamiltonovska kruznice). Hamiltonovské kruznice je kruznice v grafu, jez obsahuje vsechny
vrcholy.

Definice 24 (Orientovany graf a dals{ pojmy). Orientovany graf je dvojice G = (V, E) takovd, ze V je
mnozina vrcholi a £ C V x V je mnozina orientovanych hran.

Orientovany tah v orientovaném grafu G = (V, E) je posloupnost vrcholu a hran vy, e1,v1, ... ey, v,, kde
e; = (vi—1,v;)Vi € [n] a hrany se neopakuji. Obdobné definujeme orientovany sled, cestu, nebo kruznici.
Uzavieny eulerovsky tah v orientovaném grafu G = (V, E) je tah, ktery:

o zatind a konéi ve stejném vrcholu (uzavienost)

o prochézi kazdou hranou pravé jednou a obsahuje vsechny vrcholy (eulerovskost)

Vstupni{ stupen vrcholu v v orientovaném grafu G = (V, E) je pocet orientovanych hran, které do v vchézi.
Znacime deg™ v.

Vystupni stupen vrcholu v v orientovaném grafu G = (V, E) je pocet orientovanych hran, které z v vychézi.



Znacime deg™ v.

Necht G = (V, E) je orientovany graf. Potom symetrizace G je G = (V,E), kde E := {e € (‘2/) te =
{z,y}pro (z,y) € E}.

G je slabé souvisly, pokud jeho symetrizace je souvisly graf.

G je silné souvisly, pokud Vz,y € V 3 orientovana cesta z = do y.

Silnd souvislost implikuje slabou souvislost.

Véta 8 (o orientovanych eulerovskych grafech). Nechf G = (V, F) je orientovany graf. Potom G obsahuje
uzavieny eulerovsky tah pravé kdyz Vv € V : deg™ v = deg™ v a G je slabé souvisly.

Dukaz. Cviceni O

Definice 25 (Strom, les, list). Graf je strom, pokud je souvisly a neobsahuje cyklus.
Graf je les, pokud neobsahuje cyklus.
Vrchol stupné 1 v libovolném grafu se nazyva list.

Lemma 2 (O existenci listu). Kazd4 strom s alesponn dvéma vrcholy mé alespon dva listy.

Diikaz. NechT T = (V, E) je strom. Uvazme nejdelsi moznou cestu (voejv; . .. exvy) v ramci T. Uvédomime
si, ze vy # v jsou listy - kdyby nebyly, 1ze cestu prodlouzit, nebo bychom méli cyklus, coz by byl spor. [

Lemma 3 (O trhan{ listi). Méjme graf G = (V, E),v € V list.
Uvazme graf G —v := (V\v,EN (Vz\“)).
Potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. G je strom
2. G — v je strom

Dikaz. ,1 = 2“: G je souvisly a bez kruznic. Chceme: G — v je souvisly a bez kruznic.

Zjevné odtrzenim listu souvislost neporusime a kruznici také nevytvorime. Souvislost: Va,y € V(G — v)3
cesta z x do y v G, kterd se vyhybd vrcholu v. Tato cesta také nalezi G — v, tedy G — v je souvisly.

»2 = 1“: G — v je souvisly a bez kruznic. Chceme: G je souvisly a bez kruznic.

Ptidanim listu kruznici zjevné nevytvorime a spojitost zustane zachovéna: ozna¢me vrchol n jako jediny
vrchol, ktery je hranou spojen s v. Pak z kazdého vrcholu existuje v G — v cesta do n. Prodlouzenim o jednu
hranu vytvorime cestu do v. O

Véta 9 (Ekvivalentni charakterizace stromtl). Necht graf G = (V, E). Pak nasledujic tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

1. G je strom
2. Va,y € V : 3l cesta z = do y (jednoznacnost cesty)
3. G je souvisly a vynechdnim libovolné hrany vznikne nesouvisly graf (minimélni souvislost)

4. G neobsahuje kruznici a kazdy graf vznikly z G pfiddnim hrany jiz kruznici obsahuje (maximalni
graf bez kruznic)

5. G je souvisly a |V| = |E| +1
Diikaz. Dokazeme ekvivalenci 2-5 k 1 pies indukei podle po¢tu vrcholu. O

Definice 26 (Kostra grafu). Necht G = (V, E) je graf. Libovolny strom tvaru (V, E’), kde £’ C E nazveme
kostrou grafu.

Lemma 4 (O kostfe a souvislosti). Graf ma kostru < je souvisly.

Dikaz. ”<"Kostru muzeme na graf doplnit bez ztréty souvislosti
”="7e souvislého grafu lze zjevné vytvorit kostru. O



Definice 27 (Rovinny graf, oblouk, nakresleni, sténa). Oblouk roviny je obraz intervalu [0, 1] pfi spojitém
prostém zobrazeni, tedy mnozina tvaru ([0,1]), kde 7 : [0,1] — R? spojitd a prostd. Body ~(0) a ~(1)
nazyvame koncovymi body oblouku.

Dile X C R? je obloukové souvislé, pokud Vz,y € X lze = a y spojit obloukem v X.

Necht G = (V, E) je graf. Potom nakreslenim G rozumime pfifazeni, které kazdému vrcholu v € V' prifazuje
b(v) € R?, kazdé hrané e € F ptitazuje oblouk o(e) C R? za podminek:

1. b je prosté
2. koncové body oblouku o({u,v}) jsou body b(u), b(v)
3. z&adny nekoncovy bod oblouku o(e) nesplyvé s zéddnym z bodu b(v)

Déle je nakresleni rovinné, pokud libovolné dva oblouky pfifazené hranam sdileji nejvyse koncové body.
Graf je rovinny, pokud ma néjaké rovinné nakresleni.
Stény v rovinném nakreslenf jsou maximalni obloukové souvislé podmnoziny R?\ (U, ¢y {b(v) }UU,cp{o(e)}).

Véta 10 (Eulertiv vzorec pro rovinné grafy). Nechf G = (V| E) je souvisly rovinny graf, kde s je pocet stén
v libovolném rovinném nakreslen{ grafu G. Potom |V| — |E| + s =2
Odtud plyne, Ze pocet stén nezdvisi na volbé nakreslent.

Diikaz indukci podle |V| + |E|. Béze trividlni (jeden vrchol).

Budeme dokazovat pro |V| > 1. IP: platnost pro nizs{ hodnoty.

Méjme G = (V,E). Pak G m4 list - ten utrhneme a pouzijeme IP, nebo nem4d list, pak md kruznici -
odebereme libovolnou hranu a pouzijeme IP.

Pozndmka: je k tomu potfeba obtiZznd véta z topologie (Jordanova véta o kruznici). O

Tvrzeni 9 (O doplnén{ na triangulaci). Kdykoliv G je rovinny graf s alespon tfemi vrcholy a zadanym
rovinnym nakreslenim, potom lze G rozsitit pouze pridavanim hran na tzv. triangulaci, tj. rovinné nakresleni,
kde kazda sténa je ohranic¢ena trojihelnikem.

Diikaz. Uvazme rovinné nakreslenf grafu G’ tak, ze G’ ziskdme pouze pfiddvdnim hran do G a zdroven tak,
ze G’ m& maximalni pocet hran. Dokdzeme, ze G’ je triangulace.

1. G’ je souvisly - kdyby nebyl, tak muzeme propojit komponenty - spor s maximalitou po¢tu hran.

2. Podél zadné stény se neopakuji vrcholy. Kdyby se opakovaly, pak mé&jme vrcholy u, v, w takové, ze v
se ve sténé opakuje, u pfedchédzi v a w nasleduje za v. Pak muzeme propojit u a w - spor.

3. Kazdou sténu ohranic¢uje trojuhelnik. Pro spor: je to n-tthelnik pro n > 4. Protoze se neopakuji vrcholy,
pak sténa vypada jako normélni n-uhelnik. Pak si vybereme 4 vrcholy a stiidavé je obarvime 2 barvami
- mimo n-thelnik muze byt nejvyse jedna ze dvou stejnobarevnych hran - druhou muzeme nakreslit
dovnitt n-thelnika - opét spor s maximalitou po¢tu hran.

O

Dusledek 2 (O poétu hran rovinného grafu). Necht G je rovinny graf s n vrcholy a m hranami, kde n > 3.
Potom m < 3n — 6.

Dikaz. Uvazme libovolny rovinny graf G. Ten rozsitime na triangulaci G’. Potom uvézime, ze s = 2|Vggl)‘.
Nyni z Eulerovy formule: n—m’+s=2:>n—%m’:2:>m’:3n—6:>m§3n—6. O

Dusledek 3 (O vrcholu stupné nejvyse pét). V kazdém rovinném grafu existuje vrchol, jehoz stupen je
nejvyse 5.

Diikaz. 7 predchoziho disledku: 6n — 12 > 2m = Y degv. Pak 6 — 12 > 2.degv (07 je aritmeticky primeér

n
- tedy je nutné mensi nez 6, tedy existuje vrchol se stupném nejvyse 5. O

Definice 28 (Stupen stény). Stupen stény (znaceno deg f, kde f je sténa) je pocet hran podél stény.



Tvrzeni 10 (O poctu hran rovinného grafu bez trojihelniku). Pokud G je rovinny graf bez trojihelniku a
m4 alesponi tfi vrcholy, pak |E| < 2|V| — 4.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti: G je souvisly. Pokud neni, pak spojime komponenty a ni¢emu to neuskodi.
2|E| = > deg f > 4s, kde s je pocet stén (z faktu, ze stupen stény je nejméné 4). Nyn{ z Eulerovy formule:
2= V|~ |E|+s < |V~ |E[+ 5l = B < 2|V] - 4 O

Definice 29 (Duélni graf). !”Definice”
Meéjme rovinné nakresleni G pak stény rovinného nakresleni jsou vrcholy, hrany odpovidaji hranam.

Definice 30 (Obarveni a chromatické ¢islo). Méjme graf G = (V, E).
Potom obarven{ G pomoci k barev je libovolnd funkce ¢ : V' — [k] takovd, ze Yu,v € V : {u,v} € E =
c(u) # c(v).

Chromatické ¢islo G je miniméln{ k takové, ze G m4 obarven{ pomoci k barev. Znacime jej x(G).
Véta 11 (O ¢tyfech barvdch). Chromatické ¢islo libovolného rovinného grafu je nejvyse étyfi.
Bez dikazu - extrémné tézky. O

Definice 31 (k-degenerovanost). Rekneme, 7e graf je k-degenerovany, pokud kazdy jeho podgraf obsahuje
vrchol stupné nejvyse k.
Stromy jsou 1-degenerované, rovinné grafy jsou 5-degenerované.

Tvrzeni 11 (Barevnost k-degenerovaného grafu). Jeli G k-degenerovany graf, potom x(G) < k + 1.

Diikaz indukct podle poctu vrcholi n = |V(G)|, k je parametr. 1. IK: n = 0 v'- nemusime ani barvit

2. IK: n > 0, pfedpokldddme platnost pro hodnoty mensi nez n. Necht v je vrchol stupné nejvyse k. Uvazme
G' = G — v - ten je opét k-degenerovany - tedy x(G’) < k + 1. Sousedi v v G mohou byt obarveni nejvyse k
barvami, obarvime jej tedy k + 1. barvou. Mame validni obarveni G nejvyse k + 1 barvami. O

Dusledek 4 (Véta o Sesti barvéich). x(G) < 6 pro G rovinny.
Véta 12 (O péti barvdch). Pro kazdy G rovinny plati, ze x(G) < 5.

Diikaz indukci podle n = |V(G)|. 1. IK: n = 0 - stejné jako v predchozim dikazu.
2. IK: n > 0, predpokldddme platnost pro hodnoty mens{ nez n. Najdeme v € V(G) : degv < 5,G' = G —v.
Pak rozlisime dvé moznosti.

1. degwv < 4 - pak jsou nejvyse 4 barvy na sousedech pii obarven{ G’ a v muzeme obarvit pdtou barvou.

2. degv = 5 - pokud sousedi v pouzivaji pouze 4 barvy, pak stejné jako v 1. Jinak pouzivaji pét barev.
Oznacéme G ; indukovany podgraf G’ na vrcholech barev i, j. Pak mé&jme sousedy v: a,b,¢,d, e : c(a) =
1,¢(b) = 2,¢(c) = 3,¢(d) = 4,c(e) = 5 a jsou nakresleny ve sméru hodinovych rucicek. Pak oznac¢me

1,3(a) komponentu G 3 obsahujici a. Pokud ¢ ¢ G 5(a), pak v podgrafu G 3(a) otocime barvy 1 a
3 - pak mizeme v obarvit 1. Pokud oviem ¢ € G 3(a), mizeme predchozi situaci pouzit na b a G 4,
protoze b, d jsou oddéleny kruznici spojujici a, ¢ a obsahujici v.

O

Dalsi véci ke zkousSce

Véta 13 (Erdos-Szekersova). Libovolnd posloupnost redlnych ésel délky n? + 1 obsahuje monoténn{ pod-
posloupnost délky n + 1.

Diikaz. Necht mame posloupnost (21, ..., 2Z,241). Polozme X = {1,2,...,n?+1} a definujme relaci < na X
piedpisem: i = j <1 < jAx; < x5

Po ovéreni, ze (X, <) je ¢astecné uspofdadand mnozina. Nynf za pouzit{ véty o dlouhém a Sirokém (X, <
) w(X, <) > n?+ 1, tedy (X, <) > nVw(X, <) > n. Nyni je jen potfeba ukdzat, ze Fetézec je neklesajict
posloupnost a nezavisla mnozina je nerostouci posloupnost. O



Definice 32 (Ndhodny graf). Vybirdme-li ndhodny graf na V = [n], pficemz vSechny grafy jsou stejné
pravdépodobné, muzeme na to nahlizet jako na (g) hodt spravedlivou minci - pro kazdou dvojici vrcholu
hodime minci, zda se m4 stat hranou nebo ne. Ptislusny pravdépodobnostni prostor G, bude mit jako prvky
vSechny mozné grafy na V, a vSechny budou mit stejnou pravdépodobnost 9= (%)

Véta 14 (o existenci velkych bipartitnich podgrafi). Bud G graf se sudym poétem (2n) vrcholti a s m > 0
hranami. Potom mnozinu V = V(G) lze rozdélit na dvé disjunktni n-prvkové podmnoziny A, B tak, zZe vice
nez 7 hran G spojuje vrchol z A s vrcholem z B.

Diikaz. Zvolme nahodné n-prvkovou mnozinu A a polozme B = V \ A. Nechf X ozna¢uje potet hran G
takovych, ze {a,b} € E(G) Na € A,b € B. Spotteme stiedni hodnotu E[X] ndhodné veli¢iny X. Pro kazdou
hranu e = u,v € E(G) definujeme jen N,, ktery nastane pro viechny volby mnoziny A takové, ze |[ANe| = 1.
Plati X =3 cpq) In., a tedy E[X] =3 pq) P(Ne). Nynf staci stanovit pravdépodobnost P(Ne).

Celkem existuje (2:) moznosti volby mnoziny A. Pozadujeme-li, aby v € A Av € A, muzeme zbyvajicich
2n—2
n—1

n — 1 prvki A zvolit (2"?) zplsoby, a stejné tak pro symetrickou situaci v ¢ A A v € A. Proto

2(2::12) n 1
PN === = 5,17 5

n

Odtud dostaneme E[X] = 3_ ¢ pg) P(INe) > 3. Stiednf hodnota je primeérem hodnot X pres vSechny volby
mnoziny A. Prumér nemuze byt vétsi nez maximum z téchto hodnot, a tedy existuje volba A, pro niz vice
nez polovina hran jde napfic. [
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