Poznamky - kombinatorika a grafy I
Petr Chmel

Odhady faktorialu

Tvrzeni 1 (Trividln{ odhad faktoridlu pomocf n"). Vn > 1:n% <nl < (ZE)n

Diikaz. Trivialni, plyne z (n!)? a pierovnani. 2]
Lemma 1l (e?al+z). Ve eR: 142 <¢€”

Diikaz. Derivace - zjistime, ze 1 + = je tecnou e® a e* je konvexni - tedy je pod grafem. H
Véta 1 (Odhad faktoridlu pomoci (2)"). Vn € N:e(2)" < n! <en(2)"

Diikaz indukci. Horni odhad: n = 1 - plati, ovéfime dosazenim.
n>2:nl=n-(n-1)!<ne(n—1)(22)" "t =en(2)" (L) e <en(2)™.

Posledni nerovnost plati, pokud (”771)26 <1. Upraveime: F%)"e =(1-LYHre<(e/Mme=e"le=1.
Dolni odhad analogicky, jenom chceme piebytek > 1. H
Diikaz s integrdlem. Uvazme In(n!) =In1+m2+...4+Inn=>" In(:) Kdyz si nakreslime graf, muzeme
odhadnout shora pomoci Y . In(i) < finH Inzdr = [xlnz — x]?“ = (n+1)In(n + 1) — n + 1. Déle
nl=n-(n—1)!<n-nertn—ntl —p.e-(r-1) eninn en(Z)".

Podobneé dolni odhad. H

Véta 2 (Stirlingova formule). Nechf f(n) = v/2mn - (2)". Potom lim, fiﬁ) =1
Odhady binomickych koeficientt

k

= (%)k <) = m < % pro malé hodnoty &

Tvrzeni 2. Necht n,k € N,1 < k < n. Pak (2) < (%)k

Diikaz. Ukézeme (§) + (1) + ...+ (Z) < (&m)k,
Z binomické véty: (n)+( )x+ +( ) +.. .+(,")gc" (14+2)". Proz > 0:0 (8)4'(711)334' ' +(:)xk < (14+2)"

Vydélime z%: (D% > L (m) 4 qk- ‘WG = G+ )+t () Dosadime 0 <z = LEQE
() + @)+t G > < LB TS L ey +
Trividlni odhad: ;277 < () < 22

Véta 3. Pron > 1: 27 < (%) < 22

Dikaz. Uvazine F, = L 32546 Crol) = 128 Cnoln o = - ()

Tim z véty: m <P, <

- 2n'

Horni odhad: uvazme (1—2%)(1—4%)(1—6%) . (1—(2%)2) = 12—3‘1—25%—27 . % (2n—|—1)(Pn)2 < 1.

Posledn{ nerovnost plyne z toho, Ze jednotlivé &itatele byly kladné a mensi 1. Pak (P,)?

1
Pn<ﬁ.
Dolni odhad: uvazme (l—i)(l—s%)(l—(;%)...(l— ﬁ) = %’—4~% . 67'—8-...- ((2;”:21))2; = (Pi)Q -ﬁ < 1.
Pak(P)>—:>P>2f B

22n

Ze Stirlingovy formule: (27?) o
Aplikace: ndhodnd prochézka po piimce - TODO




Vytvorujici funkce

Definice 1 (Vytvorujici funkce). Vytvoiujici funkce posloupnosti (a;)$2,, a; € R je mocninné fada Yo a;z’ =

a(x).

Fakt 1 (AK vytvorujici funkce - z MAI). Pokud pro (a;)$2 existuje k € R t.2. Vi : |a;| < k%, pak V& € (—4, 1)
plati, ze tada Z;}io a;xr' konverguje absolutné. Déle vysledna funkce a(z) jednoznaéné urcuje koeficienty,
a(i)(o)

protoze a; = —;

Operace s mocninnymi fadami: TODO

Definice 2 (Zobecnéné kombinaéni éfslo). Pror € R,k € Z§ definujeme kombinaén{ &fslo (Z) = w

Véta 4 (Zobecnena binomickd). Pro kazdé r € R plati, ze funkce (14 z)" je vytvorujici funkei posloupnosti
((S), (0),--. (). Rada 352, ()& konverguje Va € (—1,1).

Diikaz. Vyuzitim Taylorova rozvoje (1+ )" (z analyzy).

J@) = f@+H @—a)+ 5P (—a)*+.., f@) = (La), f/(2) = (1)~ [ (2) = r(r—1)(1+2) 2
Vyjadiujeme, tedy a=0- f(x) = f0)+ f(0)(xz —0)+ f2(!0) (x—02+...=1+rz+ T(T Dp2 4 . =

(6) + (Do + (G)a* + ... = X2, ()" i
Dusledek 1. Jellir€e Z : ProneN:r—n,z e (-1,1): ﬁ =(1—z)™ =302, (" at

Dﬁka; pomoct zo(bef?)é(né i))moznickel vety. (1 —2)T" =37, (—in) (_x)z =3, 7n-(*nfl)'(*nl'I*Q)'...-(*nfiJrl )
(—I)Z — Ezoio n-(n . n—i—i! e(nti—1 (_ _ Oi (n+7, 1) =]
Kombinaéoricky’ dikaz. (1—z) =7 .. =0+z+2>+..)" =27 ;' kulicky a pribradky
Yo (e H

Piiklad 1 (Formule pro vyjaddreni Fibonacciho ¢isel). Méjme posloupnost Fo = 0, F; = 1, F, 40 = Fy1 +

F, < 0=F, 92— F,y1 — F,. Z toho ndm (s pomoc{ obrazku - TODO) vyplyne F(z) — zF(z) — 2*F(z) =
z arc. zlomk:

T = F(J,‘) R ’ = Y mfxl + I—Bacg = 1-X\iz + 1—Xox’ U ZELL

17(;13 = (a,ar1,ar?,...) = a, = a)\}, tedy pro a(x),b(x) : F,, = a(x) + b(x).
Vypottu d: 1 —2—22=0& X - A-1=0= N\ o= 1:i:2\/5.

Uvazme a(x) =

7 predchozich: F,, = a(HT‘/g)" + b(1’2ﬁ)". ZFy,F:Fp=0=a+bF =a(! ‘[) + b(= ) Z tohoto
plyne a = b= J- = F, = %[(HT\@)TL — (55
Piiklad 2 (Pocet zakofenénych binarnich stromil). by = by = 1,b, = Z;é bibr—k—1 = bug1 = D p—o bibn—k-

Pomoci obrazku (TODO): b(z) = zb?(z)+1 = b(z) = =1 3;7475 - to by znamenalo 2 funkce. Ale rozhodneme
pomoci b(0) - zjistime, ze s + se v 0 dostdvame do nekonecna, coz neni spravné. Ze zobecnéné binomické

véty: 1 — 4z = (1 —4x)? = >orco (g)(—élac)’“ = koeficient u z* v rozvoji odmocniny: (é)(—él)k, tedy v celé

vytvorujicf funkei koeficient u 2%~ : =t (%)(74% (nemdm absolutni ¢len, tedy muzu délit).
__1/d R+l _ ko2k+13 5 5E oSSl p13.5(2k—1) _ 135 (2k=1)2F(k) _
b = —3(3) (-9 = (-1)F2Ftia Gror o = 2%k 2 T = 2 k0T~ (k115! =

(Qkk)k—‘lH7 coz je Catalanovo ¢islo.

Definice 3 (Kone¢n projektivn{ rovina). Necht X je kone¢nd mnozina a P C 2%. Dvojice (X, P) je konecna
projektivni rovina, pokud:

1.3ICC X :|C]=4,Ype P :|pnC| <2 (existence ¢tvefice v obecné poloze)
2. Vp1,p2 €EP:ipr #p2=|p1Np2| =1

3. Ve, xe € X iy Aao=>TIpeP:{x1,22} Cp



Déle prvky X nazyvame body a prvky P nazyvame piimKky.

Piiklad 3 (Fanova rovina). Obrézek - TODO

Véta 5 (Pocet bodu piimky). Kazdé dvé piimky v koneéné projektivni roviné maji stejny pocet bodu.
Dikaz. Méjme primky P, Q, nejprve ukdzeme Iz € X : x &€ P,z ¢ Q. Vezmeme C. Pokud [CN(PUQ)| < 3,
pak vezmeme x € X \ (PUQ). Jinak C C PUQ, tj. [CNP| =[CNQ| = 2C = {a,b,c,d}. BUNO
a,b € P,c,d € Q. Pak vezmeme ad, be. Zjevné Jz : ad Nbe = {z},z € C, zdroven nutné z neni ani na jedné
z piimek P, Q.

Nyni ozna¢me P = {z1, 22, ..., 2n . Uvézime piimky Zz7,..., 7Tz : Vi € [k]3lqg € Q : Tz; = Tq. Tento bod
oznacme ¢(z;). Zjevneé je toto zobrazeni ¢ : P — @ prosté (jinak by neplatil 2. axiom). Analogicky umime
sestrojit prosté zobrazeni k : @ — P, tedy |Q| = | P|. 3]

Definice 4 (R4d konecné projektivni roviny). Réad koneéné projektivni roviny (X, P) je VP € P : |P| — 1.

Definice 5 (Graf incidence, dudlni systém). Graf incidence mnozinového systému (X, S) je bipartitni graf
na X US, kde (z,S) e E<zeS.

Pro mnozinovy systém (X,S) je (S,{{S € S:z € X} : 2z € X}) dudlni mnozinovy systém (vznikne zdménou
roli bodu a pfimek v grafu incidence).

Véta 6 (Dudl ke KPR je KPR). Dudlni mnozinovy systém ke kone¢né projektivni mnoziné je kone¢nd
projektivni mnozina.

Diikaz. Ovéfime axiomy:
1. Mé&jme C = {a, b, c,d} étvefici na vychozim systému. Potom pifmky ab, be, cd, da spliuji axiom étvefice.
2. Méjme dva body dudlu: P,@Q € P : 3x € PN Q, coz je hledand piimka ({S: x € S}).
3. Mgjme dvé pifmky dudlu: {S: z € S},{S : x € S}. Uvazme Ty . ta pati{ do obou a je nutné jedind.
H

Véta 7 (Vlastnosti KPR). Je-li (X, P) konecnd projektivni rovina fadu n, potom
l.Vee X:{PeP:xe€P}=n+1
2. | X|=n2+n+1
3. |[Pl=n?+n+1
Drikaz. 1. Méme z € X. Najdeme p € P : z € p (takovd existuje z axiomu). p ma n + 1 bodu. Vsechny
piimky prochazejici x musi nutné protinat p, tedy jich je n + 1.
2. Na kazdé pifmce Z;p je n+ 1 bodu, z nichz n — 1 nezndme, navic nelezi na zadné jiné z piimek. Celkem
tedy mame (n+1) - n+1=n?+n+1

3. Plyne z 2 a dudlniho systému (tj. koneénd projektivni mnozina téhoz radu).
H

Véta 8 (Konecné téleso a KPR). Pokud existuje koneéné téleso o n prvcich, pak existuje i kone¢na projek-
tivni rovina fadu n.

Diikaz. Méjme déno T, na T? zavedeme ekvivalenci ~,: (a,b,c) ~ (aa,ab,ac),a € T\ {0}.

Body budou ttidy ekvivalence ~ na T3\ {0}. Téchto bodt je ’;3:11 =n?+n+1.

Piimky budou P, 3. = {(z,y,2) € X : ax + by + ¢z =0, (a,b, ¢) # 0}.

Pozorovani: (a,b,c) ~ (a',V/,c') = Pup e = P . = Pifmek je n? +n + 1.

Nyni staci ovérit axiomy:

1. C ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}.

2. 2 body (z,y,2), (¢'y'2") urcuji pfimku P, .: dostaneme soustavu s matici, kterd ma hodnost 2, tedy
jejil dimenze jadra je 1, coz je ndmi hledana ptimka.

3. Obdobné jako 2.



Nekonecna projektivni rovina

Vytvoiime stejné jako konecnou, jen jako téleso pouzijeme R. V nekonec¢nu jsou dva body, kterd jsou jeden
bod, takze tieba K5 umime nakreslit v nekone¢né projektivni roviné.

Latinské c¢tverce

Definice 6 (Latinsky Gtverec, ortogonalita LC). Latinsky ¢tverec fadu n je tabulka o rozmérech n x n
vyplnénd n riznymi symboly tak, Ze se v zddném fadku ani sloupci zadny symbol neopakuje.

Dva latinské ¢tverce stejného fadu jsou ortogondlni, pokud plati, ze pro kazdou dvojici symbolu a, b existuje
soufadnice 4, j € [n] takové, ze prvni ¢tverec A spliuje A;; = a a druhy ¢tverec spliiuje B;; = b.

Pozorovani. Nejen existence, ale i jednoznacnost: |[n] x [n]| = |S x S|, kde S je mnozina symbolu.
Pozorovani. Permutace fddka (sloupcu) vytvoif z latinského ¢tverce opét latinsky ¢tverec.
Pozorovani. Je-li m € S, a A je latinsky ¢tverec, potom 7(A) je rovnéz latinsky ¢tverec.

Disledek 2 (Prvni fddek latinského ¢tverce). Bez tijmy na obecnosti lze v latinskych ¢tvercich vyzadovat
prvni fadek 1,2,... n.

Pozorovani. Prepermutovéani symbolu zachovava ortogonalitu.

Dusledek 3 (Pocet ortogondlnich latinskych ¢tvercu). Vzdjemné ortogonélnich latinskych ¢tvercu fadu n
muze byt nejvyse n — 1.

Dikaz. Zpermutujeme prvnf fadky na 1,. .., n. Na pozici 2, 1 nutné museji byt ruzné symboly z {2,3,...,n}

- téch je n — 1. H

Pozorovani. Jsou-li Ly,...,L,_1 ortogondlni latinské ¢tverce fadu n, pak Vk, k', 1,1 : k # k')l # I'3i :
(Li)kg = (Li)w -

Diikaz. Prepermutujeme Ctverce tak, aby Vi : (L;)r; = 1. Podivdme se u vSech ¢tverct na !’-ty sloupec -
celkem muzu jednicku umfistit na n — 1 pozic (1 nesm{m umistit na k,1’). Zarovenn 1 mus{ byt pokazdé jinde,
jinak by ¢tverce nebyly ortogonélni. Tim pddem se musi jednou trefit do &’,1’ - kdyby ne: Dirichlet = dvé
mista, kde jsou dvé 1 na sobé = ¢ H

Véta 9 (Vztah konecné projektivni roviny a latinskych ¢tverctl). Koneénd projektivni rovina fadu n existuje
& existuje n — 1 ortogondlnich latinskych ¢tverct fadu n.

Diikaz. ,<*“: Dany ortogonalni latinské ¢tverce Lq,..., L, 1.
Vytvofime si body KPR: X = {r,s,L1,...,Lp_1,Mm11,-.., My n}. Dile vytvoiime pfimky KPR étyf typu:

1. {r,s,L;,i € [n]}

2. {rymi1,...,m;n} proi € [n]
3. {s,m14,...,Myp;} Proi € [n]
4. {Li,mjy : (L;)jk = const}

Staci jen ovéfit axiomy: Jako ¢tvefice bodu v obecné poloze muze poslouzit mj. {r, s, m11, mas}. Dalsi axiomy
rozborem piipadi: dlouhé, ale pfimocaré - TODO.

,=% Mam KPR, chci OLC.

Zvolim si libovolnou piimku, jeji body si pojmenujeme (oznaéime) jako r, L1, ..., L,_1, s. Pifmky prochdzejici
body r, s o¢islujeme 1,...,n/1,...,n. Zbyvajici body mame jednozna¢né urcené v miizce. Pozice symbolu
muzeme ziskat z piimek typu 4 jako v opa¢né implikaci. Zaroven ortogonalita téchto ¢tvercu plyne z toho,
ze prusecik kazdych dvou symboli existuje a je pravé jeden. 2]

4



Pocet dvéma zptsoby

Véta 10 (Pocet hran grafu bez ¢tyfcyklu). Graf na n vrcholech neobsahujici podgraf Cy mé nejvyse % (n%/2+
n) hran.

Dikaz. Dvéma zpusoby uréime pocet indukovanych cest délky 2 (vidliéek) - oznacime ¢, .
1)e, < (g) - pocet vidlicek u, v, w je nejvyse pocet dvojic (u,w) (z neexistence ¢tyicyklu).

2) ¢, = Z( ) (4¢") - vezmeme kazdy potencidln{ prostiedni vrchol a vezmeme viechny mozné vidlicky
weV (G

(dvojice vychozich hran)

Tedy

Z (degZ(w)> < (721) ipravy Z (deg(w) — 1)° (;) 2

weV(Q) weV (G)

Pouzijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost ((z,y) < ||z|/||y]|) pro = (deg(v1) — 1,deg(vs) — 1, ..., deg(v,) —
DT pro V(G) = {v1,...,v,} ay = (1,1,...,1)T.

Pak
()
Vv = [ (deg(w) = 1)V = lzfllyll = (zy) = D (deg(w) —1)-1=2|E| —n
wev(G) wev (@)
Tedy 2|E| —n < n3/% = |E| < 1(n3/2 4 n). &3]
Pozorovani. Pro koneénou mnozinu X, |X| = n, mé ¢dstecné usporadand mnozina (2%, C) antifetézce
velikosti ( 4 )
%]
Véta 11 (Spernerova). Pro |X| = n € N md ¢steéné uspoiddand mnozina (2%, C) antifetézce velikosti

nejvyse (ng)'

Diikaz. Nechf M = {Mj, ..., M} je maximéln{ antifetézec. Dvéma zptisoby spoéteme pocet dvojic (M, R),
kde M € M, R je fetézec a M € R.
Zievng R:=0C Ay C A C...C A, =X A4\ 4_1 ={a},x € X. Tedy permutace X jednoznaéné urcuje
maximélni fetézec.
1. #(M, R) < #R = n! (Druhé slozky musi byt unikatni: (M7, Ry), (M2, R1) = My, M5 jsou porovnatelné.)
2 #OMR) = % [MI-(IX|— M)l = 3 M|\ (n— M)

MeM MeM

Ml (n— |M])! _
Z toho plyne > |M|'-(n— M) <nl= > —‘ | (n‘ M) <l= > (IJ\ZI) 1§1:>
MeM ) Me/l\/l n: MeM
= > () s1=MI(E) s1=MI<(y) g

()" 2( 1)) MeMm

Disledek 4. Kazdy mnozinovy systém na |X| = n uspofddany inkluz{ mé nejvyse (LZ J) nezavislych prvku
2
vzhledem k inkluzi.

Definice 7 (Kostra grafu). Kostra grafu G je strom T': V(T) = V(G),T C G.
Pocet koster grafu G znacime x(G), k(n) = k(K,).

Véta 12 (Cayleyho formule). Vn > 2 : k(n) = n"~2

Diikaz pres povykosy. Kostru si zakofenime a jeji hrany ocislujeme 1,...,n — 1, to odpovidd trojici (T, r, f)
- strom, koren, ocislovani.

1L.#(T,r, f)=k(n) -n-(n—1)!

2 4T f) = TL n-(n—i) =" (n— 1)
i=1
Tedy n"~2-n! = k(n) - n! = k(n) =n"2 B



Véta 13 (Pocet koster podle skére kostry). Necht (di,...,d,) je posloupnost &isel spliujici Vi : d; >
(n —2)!

N> d; = 2n — 2. Potom koster K, pro néz plati Vi : deg(v;) = d; je G D

Duikaz indukci podle poctu vrcholu. Béaze trividlni
Indukéni krok: bez ijmy na obecnosti: d, = 1 (v, je nutné list). Rozebereme piipady (v,,v;) € F : koster

na n — 1 vrcholech se skére (dy — 1,...,d,—1) je z IP % Analogicky pro vsechny dalsi hrany.
n_l (n—3)!
Pak poset koster se stupni je =
P Pt i:1§¢1 i — 1)l (di—2) .. (dpy — D)
C (n=3)Ndy —14+dy—1+4...+dp1—1] (n—3)(n—2) B (n—2)!
(di — 1)+ (dp—y — 1)! C(di =) (e = D (dy = 1) (dy =) (dy — 1)

2]

Dusledek 5 (Cayleyho formule - II. dukaz).

. (n — 2)' ki=d;—1 (n — 2)' multinomicka véta
Diikaz. k(n) = > = > A L LIS L2 =
d;>1,>d;=2n—2 (dl - 1)' et (dn - 1)' di>1,5 ki=n—2 k1| LR kn'
(1+1+4...+1)""2=p""2 &3]

Definice 8 (Multigraf, jeho kostra, kontrakce). Multigraf je graf se smyckami a ndsobnymi hranami.
Kostra multigrafu je strom na V(G) takovy, Ze neobsahuje smycky a z ndsobnych hran vybirdme vzdy nejvyse
jednu.

Kontrakce hrany e v G je Goe: je-li e = (u,v), sloué¢ime vrcholy u,v do nového vrcholu w: N(w) :=
N(u) + N(v). Zde mohou vzniknout smy¢ky a ndsobné hrany.

Poznamka (Rekurence pro pocet koster grafu). x(G) = k(G — e) + k(G o e).
Pozorovani. Pro kazdy multigraf H a kazdou hranu e ruznou od smycky plati k(H) = k(H —e) +k(H oe).

Definice 9 (Laplaceova matice). Laplaceova matice multigrafu H na vrcholech V(H) = {v1,...,un} je
L € R™ " kde l; ; := # hran raznych od smycek incidentnich s v;, pro ¢ # j : l; j := # hran mezi v; a vj.

Pozorovani. L je singuldrnf{ (soucet viech fddku je nulovy vektor).

Pozorovani. Pro Laplaceovu matici plat{ Vi, j € [n] : |Lb¢| = |L77).

Pozorovani. TODO: pozorovani o pticteni 1 na 1,1

Véta 14 (Pocet koster). Pro kazdy neprazdny multigraf H plati x(H) = det(L(H)>).

Diikaz. Indukef podle poétu hran. Je-li |E(H)| = 0, potom je graf jeden vrchol, pak |L(H)'!| = 1, nebo

nez4visla mnozina, pak |L(H)1| = 0.
1 -1 0
V indukénim kroku: bez djmy na obecnosti: (vy,v2) € E(H) (jinak pfezna¢ime). Pak L(H) = -1 1 0]+
0 0 0
1 0 0
LH—¢) = L(H)* = |0 0 0] + L(H —e)t = |[L(H)YY = [(LH)YYHY + |[L(H — &)t =
0 0 O
|L(Hoe)lt| + |L(H —e)t! s k(Hoe)+ k(H —e) =rx(H). B
Disledek 6 (Cayleyho formule - III. dukaz).
n—-1 -1 -1
Dikaz. k(K1)=| _1 .. _1|=n""7? &3]

-1 -1 n-1



Grafy
Definice 10 (Rezy a souvislosti). Necht G = (V, E) je graf. Pak

e S CV je vrcholovy fez, pokud G — S je nesouvisly

F C F je hranovy fez, pokud G — E je nesouvisly

min |S| pfes v8echny vrcholové fezy pokud néjaké existuji

Vrcholova souvislost je ky, = ¢n—1 pro K,,n > 2

1 pro K;

pres vSechny hranové fezy

in |F
Hranova souvislost je k. = min |F|
1 pro K;

G je (vrcholoveé) t-souvisly, pokud k, > t.
e (G je hranové t-souvisly, pokud k. > t.

Pozorovani. VG : G # K : ky, ke < min deg(v)
veV(G)

Lemma 2. VG = (V,E) : k,(G) < ke(G)

Diikaz. Méme dan minimdlni F', tvorime S.
Necht Cy,C5 jsou komponenty G — F'. Pak:

1. existuji u,v:u € Cy,v € Co,u,v € F - pak lze vzit vrcholy podle hran.

2. takové u, v neexistuji, ale u € Cy,v € Cy, (u,v) € F - pak dobife odebirdme.
Jinak F' indukuje K, , - bez 4jmy na obecnosti m < n.

3. m=1- G je uplny, vse plati

4. m > 2 takovy fez ovSem musi mit m - n hran, ovéem my umime najit mensi hranovy fez, tedy F' neni
minimélni, coz je spor.

H

Definice 11 (Artikulace, most). Jednovrcholovy Fez je artikulace.
Jednohranovy fez je most.

Véta 15 (Usaté lemma). G je 2-souvisly < G lze vytvofit z Cj piiddvdnim usi, kde ucho je cesta mezi
dvéma riznymi vrcholy.

Diikaz. ,<=*: indukef - pfiddni ucha neporusi 2-souvislost: af mame artikulaci - pokud je na uchu, pak to
neni artikulace, pokud neni na uchu, byla tam uz predtim.

»=“: Mame dan 2-souvisly G, najdu nejvétsi H C G, ktery lze z Cy vytvorit pridavanim usi. Pro spor
predpoklddejme H # G. Najdu si (u,v) : w € H,v € H,G — u souvisly. Do souseda w vrcholu u vede z H
cesta - pak tato cesta + e je ucho, coz je spor s maximalitou H. H

Poznamka (K usatému lemmatu). To je ekvivalentni{ tomu, ze G lze vytvofit s C3 pomoci pfiddni a
podrozdéleni hran.

Disledek 7. G je 2-souvisly < kazdé dva vrcholy lezi na spole¢né kruznici.
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Diukaz. ,<“: Ma-li G artikulaci oddélujici u, v, pak u, v nelezi na spole¢né kruznici - spor.

»="“: indukei podle poctu usi. Baze je kruznice, to je zjevné.

Jinak vezmeme G najdeme ucho U a zvdzime G — U. Pokud w,v € U: z IP umime najit kruznici bez ucha.
Pokud u,v € U: graf byl i pfedtim souvisly - najdu cestu z « konce ucha do y druhého konce ucha mimo
ucho - méam dvé cesty, tedy i kruznici.

Jinak bez djmy na obecnosti u € U,v ¢ U. Pak najdu cyklus (z IP) pro = a v a cestu z y do tohoto cyklu.
Pak umim najit hledany cyklus. H

Definice 12 ((A,B)-fez). O fezu S C V(G) tekneme, ze je (A, B)-Tez, jestlize A, B C V(G) a kazd4 cesta
v € A — w € B obsahuje vrchol z S.

Tvrzeni 3 ((A,B)-fezy a disjunktni cesty). Necht A4, B € V(G) , kde |A| = |B| = t. Pokud G nem4 zadny
(A, B)-tez velikosti nejvyse t — 1, pak existuje ¢ disjunktnich cest mezi A a B.

Diikaz indukcei podle |E(GQ)|. Baze: |E(G)| = 0= E(G) = 0. Bud A = B, pak existuje ¢ cest délky 0, nebo
A # B, pak AN B je (A, B)-tez velikosti < t, tedy nespliiujeme predpoklady a implikace plati.

IK: Zvolme e € E(G) libovolné. Uvazme G — e. Pokud G — e nemé fez velikosti < ¢ — 1, m& z IP ¢ cest a
tedy mame hledané cesty i pro G.

Jinak ma G (A, B)-tez velikosti < t —1. Zpozorujeme, ze kazdd A — B cesta (tj. cestaz a € A do b € B) bud
obsahuje vrchol z S nebo hranu e. Hranu e prochdzi cesty vzdy ve stejném sméru - bez ijmy na obecnosti si
ji ozna¢ime A - u — v — B.

Oznacime S, := SU{u}, S, := SU{v}. Z predchoziho plyne, ze S, je (A, B)-fez v G = |S,| >t = |S,| =
t(]S| =t —1), |S,| analogicky.

(1): G nemd zadny (A, S, )-fez velikosti < ¢t —1. Kdyby takovy fez existoval, pak 3(A, B)-fez velikosti < t—1,
coz je spor s piredpoklady.

(2): G — e nemd zadny (A, S, )-fez velikosti < ¢t — 1. Kdyby takovy fez existoval, pak by v G — e existovala
cesta z A do S, mimo fez.

(1)’(:2;’”3 3 t disjunktnich cest z A do S, a t disjunktnich cest z S, do B, z nichz umime zkonstruovat ¢ cest
z A do B. H

Véta 16 (Mengerova). Pro kazdd graf G plati, ze Vt > 0: G je vrcholové t-souvisly < mezi kazdymi dvéma
vrcholy existuje ¢ vnitiné disjunktnich cest.

Véta 17 (Ford-Fulkersonova). Pro kazdd graf G plati, ze Vt > 0: G je hranoveé t-souvisly < mezi kazdymi
dvéma vrcholy existuje t hranové disjunktnich cest.

Diikaz. ,<* pro obé véty: existuji cesty, tedy neexistuji fezy velikosti < t takové, aby prerusily 7' disjunktnich
cest, tedy graf je t-souvisly.

»= Mengerova véta: mame dény u,v. Pokud nesdili hranu, vezmu A C N(u) : |A| =¢,BC N(v) : |B| =t
- t jich 1ze vzit z t-souvislosti. Z pfedchoziho tvrzeni mame nalezeny cesty zadarmo.

Pokud (u,v) € E(G), hleddm ¢t — 1 cest v G — e stejné jako vySe. Staci jen ukdzat, ze po odebrdni jednd
hrany neklesne vrcholova souvislost o vice nez 1, coz je jednoduché pozorovani.

»=" Ford-Fulkersonova véta: prevedeme hranovou na vrcholovou souvislost. Zkonstruujeme linegraf: pro
dané u,v € V(G) priddme listy v',v" : (v/,u), (v,v") € E(G’). Nyni vytvoiime linegraf L(G’) : V(L(G’")) =
E(G"), Ve, e V(L(G)) : (e,e') € E(L(G") & ene #0 (v G).

Zpozorujeme, ze F' C E(G) je hranovy fez oddélujici u, v prave kdyz F' je vrcholovy Fez linegrafu.

Protoze G nemd malé (< ¢ — 1) hranové fezy, L(G’) nemd malé vrcholové fezy < 3t vrcholové disjunktnich
cest v L(G") — 3t hranové disjunktnich cest v G. B

Toky v sitich

Definice 13 (Sit, tok, velikost toku). Sit je orientovany graf s nezdporné ohodnocenymi hranami a dvéma
vyznaénymi vrcholy s (stok) a z (zdroj). Formélné se jedna o étvefici (G, ¢, 2,8) : 2,8 € V(G),c: B(G) — Ry,
pak c(e) je kapacita hrany.

Tok v siti (G, ¢, 2, s) je zobrazeni, které hrandm pfifazuje nezdporné hodnoty nepievysujici kapacity spliujici
tzv. 1. Kirchhofftv zdkon. Formalné je tok f : E(G) — R : Ve € BE(G) : 0 < f(e) < c(e)AVv € V(G)\{z, s} :
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fluv)y=""3 " f(v,u).

u:(u,v)EE(G) w:(v,u)EE(G)
Velikost toku f je w(f) := > f(z,v) = > flv,2).
v:(z,0)EE(Q) v:(v,2)€EE(Q)

Definice 14 (Rez v siti, kapacita fezu, elementarni fez). Rezem v siti (G, ¢, z,5) je R C E(G) takova, ze
kazda orientovana cesta z — s obsahuje alespon jednu hranu R.
Kapacita fezu R je ¢(R) = Y c(e).
eER
Elementarni fez je fez dany ACV :z€ A, s ¢ A tak, ze Rg = {(u,v),u € A,v ¢ A}.

Pozorovani. Ry je fez, protoze kazda cesta z — s alesponi jednou opusti A.
Pozorovani. Kazdy fez R obsahuje néjaky elementarni fez R4 C R.

Diikaz. R je ez, tedy G\ R je nesouvisly, tedy A si zvolme komponentu G \ R obsahujici z. Pak mame
hotovo. 3]

Diisledek 8. Rezy minimalni vzhledem k inkluzi jsou elementarni.

Lemma 3. Je-li f tok v siti (G,c, z,5) a Ra je elementdrni fez, pak w(f) = > f(u,v) —
uEAVEA: (u,v)EE(G)
f(v,u)

u€EAvEA:(v,u)EE(G)

Dikaz. w(f) = > flz,v) = > f(v,2). Dédle Vu € A:u # 2z:0 = > flu,v) =
v:(z,0)EE(G) vi(v,2)EE(G) vi(u,w)EE(G)

> fou).

vi(v,u)EE(G)

Sectenim téchto nerovnosti ziskavame w(f) = > > flu,v) = > flo,u)| = > [f(u,v)—
u€A |v:(u,v)EE(G) v:(v,u)EE(GQ) (u,v)EE,u,veA
flu,v)]+ 2. fu,v)— > flo,u) = 2 fu,v)— > fv,u)
(u,w)EE,u€eA,vgA (v,u)EE,u€eAvgA uEAwZA: (u,v)EE(G) u€Avg€A:(v,u)EE(G)
H

Véta 18 (Minimaxovd véta). Pro kazdou sit plati, Ze velikost maximdlntho toku je rovna kapacité mi-
nimélniho fezu. Formalné: m?X w(f) = m}%n ¢(R).

Diikaz. Nejprve dokdzeme nerovnost Vf, R. Najdeme minimdlni R’ C R vzhledem k inkluzi. Z pozorovén{ je

R’ elementdrni, tedy R’ = R4, z lemmatu w(f) = > flu,v) — > flv,u) <
u€A,vg€A:(u,v)EE(G) u€A,vg€A:(v,u)EE(G)
flu,v) < > c(u,v) = c¢(Ra) < ¢(R).
u€A,vgA:(u,v)EE(G) u€AvgA:(u,v)EE(G)

Nyni ukazeme, ze pokud existuje maximalni tok, pak plati rovnost.

Definice 15 (Zlepsujici cesta). Pro cestu P = (z = v, vy, ..., v;) definujeme hodnotu

ep= min C(Ui, Ui+1) — f(Ui, ’Ui+1) Je—ll (Ui, Ui+1) cF
f(ig1,v;) je-li (vig1,v:) € E

Pokud je ep > 0, pak P je zlepsujici cesta.

Zpozorujeme, Ze pokud pro tok f existuje zlepsujici cesta, neni maximélni, tedy jej 1ze zlepsit. (Pfipadné
lze rozebrat podrobnéji.)
Z toho plyne, ze kdyz je f maximdlni, pak neexistuje zddn4 zlepsujici cesta z — s (to je obména pozorovani).
Potom zvolime A := {z} U{u € V : 3P : 2z = u:ep > 0}, tedy s ¢ A. Uvdzime elementarni fez R4 :
jeho hrany smérem ven musi mit vyuzity veskerou kapacitu (kdyby ne, pak nemédme korektné zvolenou A) a
V(v,u) e E:ue Ajv g A: f(v,u) =0 - ze stejného duvodu. Tedy w(f) = c(Ra).
Jako posledni ukazeme existenci.
Pro celociselné kapacity: ep € Za' , tedy neexistuje nekoneénd posloupnost zlepsujicich cest.

9



Pro raciondalni kapacity: vynasobime kapacity nejmensim spole¢nym nasobkem jmenovateli zlomku a prevedeme
na celociselné kapacity.

Pro redlné kapacity: mnozina toku je kompaktni, velikost toku je spojita funkce. Z analyzy: spojitd funkce
na kompaktu nabyva maxima. H

Systémy rtznych reprezentantt

Definice 16 (Mnozinovy systém, SRR, incidenén{ graf). Mnozinovy systém je M ={M; :i € [ : M; C X},
kde X, I jsou koneéné mnoziny.

Systém ruznych reprezentantu pro M je zobrazeni f: I — X :Vi e I: f(i) € M; A f je prosté.

Incidentni graf pro M je bipartitni graf Gpy = (V,E): V=1TUX,Vie [,x € X : (i,z) € E < x € M;.

Pozorovani. M m4 systém ruznych reprezentanti < G a4 ma parovani velikosti ||, kde parovén{ je mnozina
navzajem disjunktnich hran.

Véta 19 (Hallova). M m4 systém ruznych reprezentantu < VJ C I,J # 0 : |J| < | J M;|.
i€

Dikaz. ,=“: Zjevné muzu pro libovolnou J C I najit C C X : |C|=|J|AVj€ J:Fce C:ce M.
»<“: Doplnime Gy na sit tak, ze pfiddme 2z : N(z) = I,s: N(s) = X, orientace z — I — X — s. Kapacity
vSech hran budou jednotkové.
Pak si najdeme minimdlni tok f a odpovidajici minimalni fez R.
Protoze kapacity jsou celo¢iselné, pak 3 maximalni tok f s celo¢iselnymi hranami.
Déle se podivame na tez: libovolna cesta z — s vypada z —i € I —x € X — s. Pokud by v fezu R byla hrana
(i,z), pak lze fez upravit tak, aby (i, ) neobsahoval s pomoci jedné z hran (z,1), (z, s) a zdroven tim muazu
potencidlné odebrat vice hran fezu. Tedy bez Gjmy na obecnosti R obsahuje pouze hrany vychozi ze zdroje,
nebo prichézejici do stoku.
Pak zvolme A={i€I:(z,i) € R},B={z € X : (z,s) € R}.
Protoze R je Tez, pak neexistuje (i,z) € E(G) :i€ I\ A,z € X \ B.
Z tohoplyne |J M; C B=| |J M| <|B|. Z Hallovy podminky déle plyne | |J M;| > |I\ A|. Déle

ieT\A iel\A i€T\A
w(f) = |R|-1=|A|+|B| > |A| + |I \ A] = |I|], coz je i horni omezeni, jelikoz existuje fez pfes vSechna
(2,1) € E(Q), jichz je |I|.
Tedy w(f) = |I|, a f je celociselny, tedy hrany jsou ohodnoceny 1,0, tedy hrany pouzité v toku mezi I a X
urcuji hledané parovani. H

Definice 17 (Vrcholové pokryti). Mnozina C' C V(G) je vrcholové pokryti G, pokud Ve € E(G) : eNC # .
Pozorovani. Z Dk Hallovy véty: AU B je vrcholové pokryti incidenéniho grafu G .

Disledek 9 (Kénigova véta). V kazdém bipartitnim grafu je velikost maximélniho parovani rovna velikosti
nejmensitho vrcholového pokryti.

Dusledek 10 (Obarvitelnost k-reguldrniho bipartitniho grafu k barvami). Kazdy k-reguldrni bipartitni graf
je hranové k-obarvitelny, tj. hrany lze obarvit k& barvami tak, ze z kazdého vrcholu vychézeji ruzné barvy.

Drikaz. Indukci podle k.

k =1 : Trividlné perfektni parovani.

k > 2: oznacme si jednu partitu I, druhou X. Zadefinujeme M : M; = N(i). Pak ovéfime Hallovu podminku:
méjme J C I. Spocteme hrany vychdzejici z J: k- |J| = # hran < k-| J M;| = |J| <| U M|, tedy Hallova

= ieJ

podminka plati, tedy M ma systém ruznych reprezentantu. Tedy G oq ma parovéani velikosti |I]. Pak parovani
muzu odebrat, tedy mam (k — 1)-reguldrni bipartitni graf. Z indukéniho predpokladu umim obarvit zbytek
k — 1 barvami, navic odebrané hrany obarvime dalsi barvou, tedy celkem lze graf obarvit k£ barvami. H

Definice 18 (Latinsky obdélnik). Latinsky obdélnik typu k x n, k < n je tabulka velikosti k£ x n vyplnénd
n ruznymi symboly tak, Ze se v zddném tadku ani sloupci symboly neopakuji.

Véta 20. Kazdy latinsky obdélnik I1ze doplnit na ¢tverec.
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Diikaz. Vytvoifme bipartitni graf mezi I = [n] - sloupci a X = [n] takovy, ze (i,2) € E = z 1ze doplnit do
i-tého sloupce.

Tento graf je (n — k)-reguldrni, tedy jej lze obarvit hranové pomoci n — k barev, tedy mdme n — k parovéni,
coz je n — k fadku. 23]
Definice 19 (Bistochastickd a permuta¢ni matice). Matice A € [0,1]"*™ je bistochastickd, pokud m4
fadkové i sloupcové soucty rovny jedné.

Matice A € {0,1}™*™ je permutacni, pokud mé Fadkové i sloupcové souéty rovny jedné.

n
Definice 20 (Konvexni obal). Konvexni obal je mnozina vSech konvexnich kombinaci, tedy {3 a;x; :

i=1
Saj=1ANa; > 0Vi € [n]}

Véta 21 (Birkhoff-von Neumannova). Bistochastické matice tvoif konvexni obal permutaé¢nich matic (oboji
stejného Fadu).

Lemma 4 (O nezdporném vybéru z nezdporné matice). Mé-li matice A € (R{)™*™ fddkové nebo sloupcové
soucty stejné, pak Im € S, : Vi € [n] : a; ;) > 0.

Dikaz lemmatu. Sestavime M na I = X = [n] takovy, ze M; = {j :a;; >0}. PakVJ CI: >  a;,; =

(i,j)EEie]
|J] - s. Ovsem také > ai; < > =] U M| -s.
(i,j)EE €T (i'j)€EEje U My  i€J
i€J
Z téchto dvou (ne)rovnost{ plyne |J| < | |J M;|, tedy plati Hallova podminka, tedy G ¢ mé péarovéni, které
ieJ
odpovidé permutaci 7. =]

Diikaz Birkhoff-von Neumannovy véty pomoci silnéjsiho turzeni. Dokézeme, ze pokud jsou fadkové nebo sloup-
cové soucty nezaporné matice A rovny s, pak A = > a;Ar, 1 > a; = s,a5 > 0.

Budeme indukovat podle t - po¢tu nenulovych prvka.

Jestlize t = n, pak se jednd o s-nasobek permutac¢ni matice, tedy trivialné vezmeme permutaci danou touto
matici: A=s-A,.

Déle bude t > n. Pak z lemmatu najdu = € S,,,a := m[ln] @i x(i), @ > 0. Pak z IP (alespoii jeden prvek jsme
i€(n

ode¢tenim odebrali) A — aA, = > Aq,d> ;= s—a, tedy A = > ;Ar, + @Az, Y a; + a = s a tedy
méame hledany s-ndsobek konvexni kombinace. H

Definice 21 (Ramseyovo ¢fslo). Ramseyovo ¢islo R(k,l) je nejmensi n € N takové, ze kazdy graf na n
vrcholech splituje bud «(G) > kVw(G) > I, kde a(G) je velikost nejvétsi nezavislé mnoziny jako indukovaného
podgrafu a w(G) je velikost nejvetsi kliky.

Ekvivalentné muzeme uvazovat o barveni hran dvéma barvami.

R(k,1)=R(1,1)=1

Tvrzeni 4 (Konecnost Ramseyova ¢isla). R(k,1) < R(k—1,1) + R(k,l — 1)

Diikaz. Je dan G na R(k — 1,1) + R(k,l — 1) vrcholech. Pak zvolim u libovolné a ozna¢im A := N(u), B :=
V(G)\ N[u] (N[u] = N(u) U{u}). Pak bud |A| > R(k,l — 1) (ptipad 1) nebo |B| > R(k — 1,1) (piipad 2).
Rozebereme jednotlivé ptipady:

1. Nyni G|a (graf G ziZeny na A) bud obsahuje nezdvislou mnozinu velikosti k£ nebo tplny podgraf
velikosti | — 1, ktery rozsifime o u na Kj.

2. Graf G|p obsahuje iplny podgraf velikosti [ nebo nezdvislou mnozinu velikosti & — 1. Pak ji doplnime
o u na [.

H

k+l—2)

Dusledek 11 (Horni odhad Ramseyova ¢isla pomoci kombinaéniho ¢éisla). R(k,1) < ( el
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Diikaz induked. R(k,1) = R(1,1) =1

(k1) < R(k—1,1) + R(k,1— 1) < (157 + (5757) = (*715?) @

Véta 22 (Ramseyova véta pro grafy a r barev). Pro kazdé k,r € Nan € N takové, ze barvime-li hrany
K,, pomoci r barev, potom vzdy nalezneme k-tici vrchola, které indukuji jednobarevny tplny podgraf (Ky).
Nejmensi takové n budeme znagit n,. 1.

Dukaz indukct podle r. Baze: r=1:n1,k=k
IKir—1—=rin.x < R(k,nq—11). Pak Kg(g,n,_, ,) obsahuje bud’ K}, v prvni barvé nebo K, _, , v ostatnich
barvéch (tj. vSech kromé prvni) - a tento graf obsahuje z IP K}, v nékteré z r — 1 barev. H

Véta 23 (Ramseyova véta pro systémy p-tic). Pro kazdé r,p, k € NIn € N takové, ze barvime-li ([Z]) pomoci

r barev, potom existuje A C [n], |A| = k takové, ze (?) je jednobarevnd.

Duikaz indukci podle p. Baze: pro p = 1 se jedna o Dirichletuv princip, pro p = 2 o Ramseyovu vétu pro

grafy.
Déle budeme nejmensi n znacit jako n, (k).

Lemma 5. Pro kazdé obarveni p-tic mnoziny B velikosti 1 + n, ,—1(k) a libovolny prvek z € B existuje
B’ C B\ {z} takové, ze |B’| > k a v8echny p-tice z (i/) maji stejnou barvu.

Diikaz lemmatu. Méjme dédno obarveni c : (5) — [r]. Definujeme ¢’ : (Bp\_{gf}) — [r] tak, ze (V) =
c(Yu{z}),Y e (B]g\jf}). Protoze |B \ {z}| = n, p—1(k), obsahuje hledanou monochromatickou B’ z IP. H

Nyni ukdzeme, ze n,p(k) <14+ npp-1(1+npp_1(1 + 1 p1(coc +npp_1(p—1)...))) =: n %, (k), plicemz
vnoiujeme ¢t = r(k — p) + 1-krét.

Nyni vezmeme By := [n *,, (k)]. To umime spoéist, protoze vsude ve vzoretku pouzivame jen p — 1. Mé&jme
dané obarveni c : (1; 0) — [r]. Budeme t-krat aplikovat lemma, ¢imz tvoiime posloupnost z1,..., 2 : 2; €
Bi_1,B; = (Bi-1)".

Z rekurence plyne |[By| > n,,_1(p — 1) = p — 1. Bez djmy na obecnosti necht |B;| = p — 1. K posloupnosti
prvka x1,...,x; priddme posloupnost barev by,...,b;, kde b; je ,barva véjitku urcena z;“, neboli barva
(pEjl) .

V posloupnosti by, ..., b; se z Dirichletova principu nékterd z barev zopakuje alespon (k — p+ 1)-krat. Prvky
x; odpovidajici této barvé necht tvoii C' = {x;,,...,®i,_,,,,...}. Potom hledand A := B, UC, jelikoz kazdd
p-tice obsahuje prvek z C, tedy ma stejnou barvu b. H

Véta 24 (Erdos-Szekeresova). Pro kazdé k existuje n takové, ze pro kazdou libovolnou n-prvkovou mnozinu
bodii v R? v obecné poloze nalezneme k-prvkovou podmnozinu bodii v konvexn{ poloze (tj. vrcholy kon-
vexniho k-tihelniku)

Diikaz. Zpozorujeme, 7e libovolnd pétice bodil tvoif konvexni étyitihelnik. Bud' je pifmo konvexni obal, nebo
je konvexni obal trojtihelnik - pak jsou dva body uvniti trojihelniku - ty tvoif piimku, ktera déli R? na dvé
casti. Vezmeme dva body, které jsou ve stejné Casti - ty pak s dvéma vnitinimi tvoii konvexni ¢tyiuhelnik.
Zvolime n = ngy 4(k), tedy barvime étvefice dvéma barvami. Cervené obarvim takovou Gtvefici, kterd je v
konvexni poloze a modfe takovou, kterda v konvexni poloze neni.

7 pozorovani ovsem plyne, Ze nemuZzeme najit velkou monochromatickou modrou podmnozinu - pokud
ma alesponi 5 bodu, pak v ni najdeme konvexni ¢tyitihelnik. Tedy nachdzim monochromatickou ¢ervenou
podmnozinu o velikosti alesponi k. Ta vytvofi ze své monochromati¢nosti konvexni k-tihelnik. H
Tvrzeni 5 (Odhady Ramseyova ¢isla). Pro k > 3 \/51C < R(k, k) < (2::12) < 4k

Diikaz. Horni odhad mame uz dokézany, dokédzeme jen dolni odhad.
Zvolime ndhodny graf na \/ik vrcholech s p = % Pek vezmeme K C V : |K| = k. Déle uvazme jevy Ag:

G|k je klika, Bi: G|k je nezavisld mnozina. p(Ax) = p(Bk) = 9-(3),
k : k>3 sgkyk ol—(5
Pak p(w(G) 2 kV a(G) > k) < X p(Ak) +p(Bx) = (7)) -27() .22 M =20 =1 i
K

2
E
k £
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Samoopravné kédy

Definice 22 (Terminologie samoopravnych kédua, Hammingova vzdélenost, blokovy kéd). Abeceda ¥ je
kone¢nd mnoziny tzv. symbolu.

Slova jsou uspotradané n-tice symbolu.

Mnozina v8ech slov délky n se znaci X™.

Hammingova vzdélenost pro slova z,y € X" je dist(z,y) := |{i € [n] : x; # y;}| (navic se jednd o metriku)
Blokovy kéd je C' C ™. Parametry kédu jsou (n, k, d)4, kde n je délka kédu, k je dimenze kédu (k = logy|C),
d je minimaln{ vzdalenost kddu, q je velikost abecedy.

Pozorovani. Kéd se vzdalenosti d je schopen opravit [%J chyb.
Pozorovani. Zpermutovani pozic nebo symboli na dané pozici neméni parametry kédu.

Definice 23 (Ekvivalence kédi, kombinatoricka koule). Kédy C, D jsou ekvivalentni, pokud 37 € S, : x €
C — n(z) € D.
Kombinatorickd koule se stfedem z a polomérem ¢ je B(z,t) := {y slovo : dist(z,y) < t}.

Pozorovani (Prézdny prunik kombinatorickych koull). B(z,t) N B(y,t) = 0 < dist(z,y) > 2t + 1.

Pozorovani (Disjunktni koule pro kéd s danou vzdélenosti). Je-li C kéd se vzdalenosti d, potom B(x, 452 |)

2
jsou navzdjem disjunktni (pro z slova kédu).

k
Pozorovani (Objem kombinatorické koule). Objem kombinatorické koule je V (t) := |B(z,t)] = > (})(q—
i=0
1)

Dusledek 12 (Hamminguv odhad). Je-li C' kéd opravujici ¢ chyb délky n nad |X| = ¢, potom |C] <

q7L
V()

Poznamka. Kdédy spliiujici rovnost Hammingova odhadu se nazyvaji perfektni.
Véta 25 (Gilbert-Varshamova mez). ¥n,d, ¢3(n, k, d), kéd velikost |C] > #k_l)

Diikaz. Budeme kéd konstruovat hladové - ndhodné bereme néjaké slovo a znemoznime si vzit jiné slovo z
jeho okoli. Tim si zakdzeme vzdy nejvyse V(d — 1) dalsich slov. B

Definice 24 (Linearni kéd). Nechf T je kone¢né téleso. Pak linedrni kéd je podprostor T", ¥ = T a slova
jsou vektory. Takovy kéd znacime [n, k,d],. Vime |T| = 3| = ¢ = |C| = ¢* (z toho, ze C je podprostor).

Pozorovani. Vz,y,z € T : dist(x,y) = dist(z + 2,y + 2z) ~ =" dist(z — 3,0). Z toho plyne D :=
min_dist(z,y) = min_dist(z — y,0) @ velkt_prostor
a z#yeC

min dist(z, 0).
z#yeC zeC

Definice 25 (Syndrom). Pro linearni kéd C' € T” je syndrom linedrni zobrazeni T — T"~* kde k = dim C
takové, ze s(x) =0 <z € C, tedy X = Ker(s).

Lemma 6 (O prostoté syndromu). s je prosté na B(0,t), pokud C' mé parametry [n, k, 2t + 1],.

Diikaz sporem. Nechf existuji y # 3’ € B(0,t) : s(y) = s(y’). Pak z linearity s: 0 = s(y) —s(y') = s(y—v') d&ef
A ner.

y—y € C. Protoze VO # x € C : dist(x,0) > 2t — 1 = dist(y — ¢/,0) > 2t — 1, ale dist(y — ¢/,0) <

dist(y, 0) + dist(y’,0) < 2t =¢ B

Tvrzeni 6 (Urceni z pro dané y). Pokud y je pfijaté slovo v linedrnim kédu se syndromem s, pak se dekéduje
naw=y— 5= 1> (s(y)).

Dikaz. 1. Proy € B(z,t) : s(y — z) = s(y) — s(x) = s(y), jelikoz s(x) = 0.
2.Proy € B(z,t):y—x € B(0,t) = s~ 1> (s(y —2)) =y — z.

Br=y—(y—a)Zy—s(s(y —2)) Ty — s (s(y)). i
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Definice 26 (Generujici matice). Generujici matice kédu C' mé za fddky bazi C. Tedy je-li C' dimenze k,
pak tato matice € T**™,

Dusledek 13 (O ekvivalentnim kédu s generujici matici tvaru (I|B)). Pro kazdy kéd C existuje ekvivalentn{
kéd takovy, Ze jeho generujici matice mé tvar (Ix|B). Takovy tvar nazyvdme standardn{ formou generujici
matice.

Dikaz. Gaussova eliminace zachovava bézi, ddle muzeme prepermutovat sloupce, aby to vyslo (médme zaru¢eno
rank(gen. matice) = k z bazovitosti). B

Poznamka (Pouziti generujicich matic pro kédovani). Chceme pro zpravu z € T* néjaké zakédovani do O,
tedy bijekci TF a C.

Zpravu z zakédujeme jako ATz, kde A je generujici matice kédu. Zjevne ATz € S(AT) = R(A) = C.

Déle syndrom s s matici S musi spliovat s : T" — T"=* S € T?=**" rank(S) = n — k,Vo € C : s(z) =
Sz =0.

Mozné volba S = (—BT|I,,_), potom SAT = —-BTI;, + I, BT = BT — BT = 0.

Definice 27 (Dudlni k6d a kontrolni matice).
Dualn{ kéd k linearnimu kédu C je C+ := {y : yT'z = OVx € C}.
Kontrolni matice kédu C' je generujici matice dudlniho kédu C*.

Poznamka (Shrnutf kédi a vysvétleni kontrolni matice). Je-li A = (I;|B) generujici matice C, pak A+ =
(=BT|I,,_) je kontrolni matice.
Zéaroveii tato matice se nazyvé kontrolni, jelikoz x € C < Atz =0

Tvrzeni 7. Je-li A+ kontrolni matice linedrniho kédu C, pak d je minimélni poéet linedrné zévislych sloupcii
AT

Diikaz. d = min # nenulovych symbolii x € C,z # 0. 2 € C < Atz = 0, sloupce A+ vybrané nenulovymi
slozkami x jsou linedrné zavislé. H
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