
Poznámky - kombinatorika a grafy I
Petr Chmel

Odhady faktoriálu

Tvrzeńı 1 (Triviálńı odhad faktoriálu pomoćı nn). ∀n ≥ 1 : n
n
2 ≤ n! ≤ (n+1

2 )n

D̊ukaz. Triviálńı, plyne z (n!)2 a přerovnáńı. �

Lemma 1 (ex a 1 + x). ∀x ∈ R : 1 + x ≤ ex

D̊ukaz. Derivace - zjist́ıme, že 1 + x je tečnou ex a ex je konvexńı - tedy je pod grafem. �

Věta 1 (Odhad faktoriálu pomoćı (ne )n). ∀n ∈ N : e(ne )n ≤ n! ≤ en(ne )n

D̊ukaz indukćı. Horńı odhad: n = 1 - plat́ı, ověř́ıme dosazeńım.
n ≥ 2 : n! = n · (n− 1)! ≤ ne(n− 1)(n−1

e )n−1 = en(ne )n(n−1
n )n · e ≤ en(ne )n.

Posledńı nerovnost plat́ı, pokud (n−1
n )ne ≤ 1. Uprav́ıme: (n−1

n )ne = (1− 1
n )ne ≤ (e−1/n)ne = e−1e = 1.

Dolńı odhad analogicky, jenom chceme přebytek ≥ 1. �

D̊ukaz s integrálem. Uvažme ln(n!) = ln 1 + ln 2 + . . .+ lnn =
∑n
i=1 ln(i) Když si nakresĺıme graf, můžeme

odhadnout shora pomoćı
∑n
i=1 ln(i) ≤

∫ n+1

i
lnxdx = [x lnx − x]n+1

1 = (n + 1) ln(n + 1) − n + 1. Dále

n! = n · (n− 1)! ≤ n · nen lnn−n+1 = n · e−(n−1) · en lnn = en(ne )n.
Podobně dolńı odhad. �

Věta 2 (Stirlingova formule). Necht’ f(n) =
√

2πn · (ne )n. Potom limn→∞
f(n)
n! = 1.

Odhady binomických koeficient̊u

nk

kk
=
(
n
k

)k ≤ (nk) = n!
k!(n−k)! ≤

nk

k! pro malé hodnoty k

Tvrzeńı 2. Necht’ n, k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n. Pak
(
n
k

)
≤ ( enk )k

D̊ukaz. Ukážeme
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ . . .+

(
n
k

)
≤ ( enk )k.

Z binomické věty:
(
n
0

)
+
(
n
1

)
x+. . .+

(
n
k

)
xk+. . .+

(
n
n

)
xn = (1+x)n. Pro x > 0:0

(
n
0

)
+
(
n
1

)
x+. . .+

(
n
k

)
xk ≤ (1+x)n.

Vyděĺıme xk: (1+x)n

xk ≥ 1
xk

(
n
0

)
+ 1xk−1

(
n
1

)
+ . . .+

(
n
k

) Z 1≥x>0

≥
(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ . . .+

(
n
k

)
. Dosad́ıme 0 < x = k

n ≤ 1:(
n
0

)
+
(
n
1

)
+ . . .+

(
n
k

)
≤ (1+ k

n )n

( k
n )k

1+x≤ex
≤ (e

k
n )n

( k
n )k

= ( enk )k �

Triviálńı odhad: 22n

2n+1 ≤
(

2n
n

)
≤ 22n
√

2n

Věta 3. Pro n ≥ 1 : 22n

2
√
n
≤
(

2n
n

)
≤ 22n
√

2n

D̊ukaz. Uvažme Pn = 1·3·5·...·(2n−1)
2·4·6·...·2n = 1·2·3·...·(2n−1)·2n

(2·4·6·...·2n)2 = (2n)!
22n(n!)2 = 1

22n ·
(

2n
n

)
T́ım z věty: 1

2
√
n
≤ Pn ≤ 1√

2n
.

Horńı odhad: uvažme (1− 1
22 )(1− 1

42 )(1− 1
62 ) . . . (1− 1

(2n)2 ) = 1·3
22 · 3·542 · 5·762 ·. . .· (2n−1)(2n+1)

(2n)2 = (2n+1)(Pn)2 < 1.

Posledńı nerovnost plyne z toho, že jednotlivé čitatele byly kladné a menš́ı 1. Pak (Pn)2 < 1
2n+1 < 2n ⇒

Pn <
1√
2n

.

Dolńı odhad: uvažme (1− 1
32 )(1− 1

52 )(1− 1
62 ) . . . (1− 1

(2n−1)2 ) = 2·4
32 · 4·6

52 · 6·8
72 · . . . · (2n−2)2n

(2n−1)2 = 1
(Pn)2 ·

1
4n < 1.

Pak (Pn)2 > 1
4n ⇒ Pn >

1
2
√
n

. �

Ze Stirlingovy formule:
(

2n
n

)
≈ 22n
√
πn

Aplikace: náhodná procházka po př́ımce - TODO
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Vytvořuj́ıćı funkce

Definice 1 (Vytvořuj́ıćı funkce). Vytvořuj́ıćı funkce posloupnosti (ai)
∞
i=0, ai ∈ R je mocninná řada

∑∞
i=0 aix

i =
a(x).

Fakt 1 (AK vytvořuj́ıćı funkce - z MAI). Pokud pro (ai)
∞
i=0 existuje k ∈ R t.ž. ∀i : |ai| < ki, pak ∀x ∈ (− 1

k ,
1
k )

plat́ı, že řada
∑∞
i=0 aix

i konverguje absolutně. Dále výsledná funkce a(x) jednoznačně určuje koeficienty,

protože ai = a(i)(0)
i! .

Operace s mocninnými řadami: TODO

Definice 2 (Zobecněné kombinačńı č́ıslo). Pro r ∈ R, k ∈ Z+
0 definujeme kombinačńı č́ıslo

(
r
k

)
:= r(r−1)·...·(r−k+1)

k! .

Věta 4 (Zobecněná binomická). Pro každé r ∈ R plat́ı, že funkce (1 +x)r je vytvořuj́ıćı funkćı posloupnosti
(
(
r
0

)
,
(
r
1

)
, . . . ,

(
r
n

)
). Řada

∑∞
i=0

(
r
i

)
xi konverguje ∀x ∈ (−1, 1).

D̊ukaz. Využit́ım Taylorova rozvoje (1 + x)r (z analýzy).

f(x) = f(a)+ f ′(a)
1! (x−a)+ f ′′(a)

2! (x−a)2+. . ., f(x) = (1+x)r, f ′(x) = r(1+x)r−1, f ′′(x) = r(r−1)(1+x)r−2.

Vyjadřujeme, tedy a = 0 - f(x) = f(0) + f ′(0)(x − 0) + f ′′(0)
2! (x − 0)2 + . . . = 1 + rx + r(r−1)

2! x2 + . . . =(
r
0

)
+
(
r
1

)
x+

(
r
2

)
x2 + . . . =

∑∞
i=0

(
r
i

)
xi. �

Důsledek 1. Je-li r ∈ Z−: Pro n ∈ N : r − n, x ∈ (−1, 1) : 1
(1−x)n = (1− x)−n =

∑∞
i=0

(
n+i−1
n−1

)
xi.

D̊ukaz pomoćı zobecněné binomické věty. (1−x)−n =
∑∞
i=0

(−n
i

)
(−x)i =

∑∞
i=0

−n·(−n−1)·(−n−2)·...·(−n−i+1
i! ·

(−x)i =
∑∞
i=0

n·(n+1)·(n+2)·...·(n+i−1
i! · (−x)i =

∑∞
i=0

(
n+i−1

i

)
· (−x)i �

Kombinatorický d̊ukaz. (1− x)−n = 1
1−x ·

1
1−x · . . . ·

1
1−x = (1 + x+ x2 + . . .)n =

∑∞
i=0 aix

i kuličky a přihrádky
=∑∞

i=0

(
n+i−1
n−1

)
xi �

Př́ıklad 1 (Formule pro vyjádřeńı Fibonacciho č́ısel). Mějme posloupnost F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 +
Fn ⇔ 0 = Fn+2 − Fn+1 − Fn. Z toho nám (s pomoćı obrázku - TODO) vyplyne F (x)− xF (x)− x2F (x) =

x⇒ F (x) = x
1−x−x2

parc. zlomky
= A

x−x1
+ B

x−x2
= a

1−λ1x
+ b

1−λ2x
, λi = 1

xi
.

Uvažme a(x) = a
1−λ1x

→ (a, aλ1, aλ
2
1, . . .)⇒ an = aλn1 , tedy pro a(x), b(x) : Fn = a(x) + b(x).

Vypočtu λ : 1− x− x2 = 0⇔ λ2 − λ− 1 = 0⇒ λ1,2 = 1±
√

5
2 .

Z předchoźıch: Fn = a( 1+
√

5
2 )n + b( 1−

√
5

2 )n. Z F0, F1 : F0 = 0 = a + b, F1 = a( 1+
√

5
2 ) + b( 1−

√
5

2 ). Z tohoto

plyne a = b = 1√
5
⇒ Fn = 1√

5
[( 1+

√
5

2 )n − ( 1−
√

5
2 )n]

Př́ıklad 2 (Počet zakořeněných binárńıch stromů). b0 = b1 = 1, bn =
∑n−1
k=0 bkbn−k−1 ⇒ bn+1 =

∑n
k=0 bkbn−k.

Pomoćı obrázku (TODO): b(x) = xb2(x)+1⇒ b(x) = 1±
√

1−4x
2x - to by znamenalo 2 funkce. Ale rozhodneme

pomoćı b(0) - zjist́ıme, že s + se v 0 dostáváme do nekonečna, což neńı správně. Ze zobecněné binomické

věty:
√

1− 4x = (1−4x)
1
2 =

∑∞
k=0

( 1
2
2

)
(−4x)k ⇒ koeficient u xk v rozvoji odmocniny:

( 1
2
2

)
(−4)k, tedy v celé

vytvořuj́ıćı funkci koeficient u xk−1 : −1
2

( 1
2
2

)
(−4)k (nemám absolutńı člen, tedy můžu dělit).

bk = − 1
2

( 1
2
2

)
(−4)k+1 = (−1)k22k+1

1
2 ·
−1
2 ·...·

1−2k
2

(k+1)! = 22k
1
2 ·

3
2 ·...·

2k−1
2

(k+1)! = 2k 1·3·5·(2k−1)
(k+1)! = 1·3·5·(2k−1)·2k(k!)

(k+1)!k! =(
2k
k

)
1
k+1 , což je Catalanovo č́ıslo.

Definice 3 (Konečná projektivńı rovina). Necht’ X je konečná množina a P ⊆ 2X . Dvojice (X,P) je konečná
projektivńı rovina, pokud:

1. ∃C ⊆ X : |C| = 4,∀p ∈ P : |p ∩ C| ≤ 2 (existence čtveřice v obecné poloze)

2. ∀p1, p2 ∈ P : p1 6= p2 ⇒ |p1 ∩ p2| = 1

3. ∀x1, x2 ∈ X : x1 6= x2 ⇒ ∃p ∈ P : {x1, x2} ⊆ p
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Dále prvky X nazýváme body a prvky P nazýváme př́ımky.

Př́ıklad 3 (Fanova rovina). Obrázek - TODO

Věta 5 (Počet bod̊u př́ımky). Každé dvě př́ımky v konečné projektivńı rovině maj́ı stejný počet bod̊u.

D̊ukaz. Mějme př́ımky P,Q, nejprve ukážeme ∃x ∈ X : x 6∈ P, x 6∈ Q. Vezmeme C. Pokud |C ∩ (P ∪Q)| ≤ 3,
pak vezmeme x ∈ X \ (P ∪ Q). Jinak C ⊆ P ∪ Q, tj. |C ∩ P | = |C ∩ Q| = 2, C = {a, b, c, d}. BÚNO
a, b ∈ P, c, d ∈ Q. Pak vezmeme ad, bc. Zjevně ∃x : ad ∩ bc = {x}, x ∈ C, zároveň nutně x neńı ani na jedné
z př́ımek P,Q.
Nyńı označme P = {z1, z2, . . . , zn}. Uváž́ıme př́ımky xz1, . . . , xzk : ∀i ∈ [k]∃!q ∈ Q : xzi = xq. Tento bod
označme ϕ(zi). Zjevně je toto zobrazeńı ϕ : P → Q prosté (jinak by neplatil 2. axiom). Analogicky umı́me
sestrojit prosté zobrazeńı κ : Q→ P , tedy |Q| = |P |. �

Definice 4 (Řád konečné projektivńı roviny). Řád konečné projektivńı roviny (X,P) je ∀P ∈ P : |P | − 1.

Definice 5 (Graf incidence, duálńı systém). Graf incidence množinového systému (X,S) je bipartitńı graf
na X ∪ S, kde (x, S) ∈ E ⇔ x ∈ S.
Pro množinový systém (X,S) je (S, {{S ∈ S : x ∈ X} : x ∈ X}) duálńı množinový systém (vznikne záměnou
roĺı bod̊u a př́ımek v grafu incidence).

Věta 6 (Duál ke KPR je KPR). Duálńı množinový systém ke konečné projektivńı množině je konečná
projektivńı množina.

D̊ukaz. Ověř́ıme axiomy:

1. Mějme C = {a, b, c, d} čtveřici na výchoźım systému. Potom př́ımky ab, bc, cd, da splňuj́ı axiom čtveřice.

2. Mějme dva body duálu: P,Q ∈ P : ∃x ∈ P ∩Q, což je hledaná př́ımka ({S : x ∈ S}).

3. Mějme dvě př́ımky duálu: {S : x ∈ S}, {S : x ∈ S}. Uvažme xy . ta patř́ı do obou a je nutně jediná.

�

Věta 7 (Vlastnosti KPR). Je-li (X,P) konečná projektivńı rovina řádu n, potom

1. ∀x ∈ X : |{P ∈ P : x ∈ P}| = n+ 1

2. |X| = n2 + n+ 1

3. |P| = n2 + n+ 1

D̊ukaz. 1. Máme x ∈ X. Najdeme p ∈ P : x ∈ p (taková existuje z axiomů). p má n + 1 bod̊u. Všechny
př́ımky procházej́ıćı x muśı nutně prot́ınat p, tedy jich je n+ 1.

2. Na každé př́ımce zip je n+ 1 bod̊u, z nichž n− 1 neznáme, nav́ıc nelež́ı na žádné jiné z př́ımek. Celkem
tedy máme (n+ 1) · n+ 1 = n2 + n+ 1

3. Plyne z 2 a duálńıho systému (tj. konečná projektivńı množina téhož řádu).
�

Věta 8 (Konečné těleso a KPR). Pokud existuje konečné těleso o n prvćıch, pak existuje i konečná projek-
tivńı rovina řádu n.

D̊ukaz. Mějme dáno T, na T3 zavedeme ekvivalenci ∼,: (a, b, c) ∼ (αa, αb, αc), α ∈ T \ {0}.
Body budou tř́ıdy ekvivalence ∼ na T3 \ {0}. Těchto bod̊u je n3−1

n−1 = n2 + n+ 1.
Př́ımky budou Pa,b,c = {(x, y, z) ∈ X : ax+ by + cz = 0, (a, b, c) 6= 0}.
Pozorováńı: (a, b, c) ∼ (a′, b′, c′)⇒ Pa,b,c = Pa′,b′,c′ ⇒ Př́ımek je n2 + n+ 1.
Nyńı stač́ı ověřit axiomy:

1. C = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 1, 1)}.

2. 2 body (x, y, z), (x′y′z′) určuj́ı př́ımku Pa,b,c: dostaneme soustavu s matićı, která má hodnost 2, tedy
jej́ı dimenze jádra je 1, což je námi hledaná př́ımka.

3. Obdobně jako 2.

�
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Nekonečná projektivńı rovina

Vytvoř́ıme stejně jako konečnou, jen jako těleso použijeme R. V nekonečnu jsou dva body, která jsou jeden
bod, takže třeba K5 umı́me nakreslit v nekonečné projektivńı rovině.

Latinské čtverce

Definice 6 (Latinský čtverec, ortogonalita LČ). Latinský čtverec řádu n je tabulka o rozměrech n × n
vyplněná n r̊uznými symboly tak, že se v žádném řádku ani sloupci žádný symbol neopakuje.
Dva latinské čtverce stejného řádu jsou ortogonálńı, pokud plat́ı, že pro každou dvojici symbol̊u a, b existuje
souřadnice i, j ∈ [n] takové, že prvńı čtverec A splňuje Aij = a a druhý čtverec splňuje Bij = b.

Pozorováńı. Nejen existence, ale i jednoznačnost: |[n]× [n]| = |S × S|, kde S je množina symbol̊u.

Pozorováńı. Permutace řádk̊u (sloupc̊u) vytvoř́ı z latinského čtverce opět latinský čtverec.

Pozorováńı. Je-li π ∈ Sn a A je latinský čtverec, potom π(A) je rovněž latinský čtverec.

Důsledek 2 (Prvńı řádek latinského čtverce). Bez újmy na obecnosti lze v latinských čtverćıch vyžadovat
prvńı řádek 1, 2, . . . , n.

Pozorováńı. Přepermutováńı symbol̊u zachovává ortogonalitu.

Důsledek 3 (Počet ortogonálńıch latinských čtverc̊u). Vzájemně ortogonálńıch latinských čtverc̊u řádu n
může být nejvýše n− 1.

D̊ukaz. Zpermutujeme prvńı řádky na 1, . . . , n. Na pozici 2, 1 nutně musej́ı být r̊uzné symboly z {2, 3, . . . , n}
- těch je n− 1. �

Pozorováńı. Jsou-li L1, . . . , Ln−1 ortogonálńı latinské čtverce řádu n, pak ∀k, k′, l, l′ : k 6= k′, l 6= l′∃i :
(Li)k,l = (Li)k′,l′ .

D̊ukaz. Přepermutujeme čtverce tak, aby ∀i : (Li)k,l = 1. Pod́ıváme se u všech čtverc̊u na l′-tý sloupec -
celkem můžu jedničku umı́stit na n− 1 pozic (1 nesmı́m umı́stit na k, l′). Zároveň 1 muśı být pokaždé jinde,
jinak by čtverce nebyly ortogonálńı. T́ım pádem se muśı jednou trefit do k′, l′ - kdyby ne: Dirichlet ⇒ dvě
mı́sta, kde jsou dvě 1 na sobě ⇒ E �

Věta 9 (Vztah konečné projektivńı roviny a latinských čtverc̊u). Konečná projektivńı rovina řádu n existuje
⇔ existuje n− 1 ortogonálńıch latinských čtverc̊u řádu n.

D̊ukaz.
”
⇐“: Dány ortogonálńı latinské čtverce L1, . . . , Ln−1.

Vytvoř́ıme si body KPR: X = {r, s, L1, . . . , Ln−1,m1,1, . . . ,mn,n}. Dále vytvoř́ıme př́ımky KPR čtyř typ̊u:

1. {r, s, Li, i ∈ [n]}

2. {r,mi,1, . . . ,mi,n} pro i ∈ [n]

3. {s,m1,i, . . . ,mn,i} pro i ∈ [n]

4. {Li,mj,k : (Li)j,k = const}

Stač́ı jen ověřit axiomy: Jako čtveřice bod̊u v obecné poloze může posloužit mj. {r, s,m11,m22}. Daľśı axiomy
rozborem př́ıpad̊u: dlouhé, ale př́ımočaré - TODO.

”
⇒“: Mám KPR, chci OLČ.

Zvoĺım si libovolnou př́ımku, jej́ı body si pojmenujeme (označ́ıme) jako r, L1, . . . , Ln−1, s. Př́ımky procházej́ıćı
body r, s oč́ıslujeme 1, . . . , n/1, . . . , n. Zbývaj́ıćı body máme jednoznačně určené v mř́ıžce. Pozice symbol̊u
můžeme źıskat z př́ımek typu 4 jako v opačné implikaci. Zároveň ortogonalita těchto čtverc̊u plyne z toho,
že pr̊useč́ık každých dvou symbol̊u existuje a je právě jeden. �
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Počet dvěma zp̊usoby

Věta 10 (Počet hran grafu bez čtyřcyklu). Graf na n vrcholech neobsahuj́ıćı podgraf C4 má nejvýše 1
2 (n3/2+

n) hran.

D̊ukaz. Dvěma zp̊usoby urč́ıme počet indukovaných cest délky 2 (vidliček) - označ́ıme cv.
1) cv ≤

(
n
2

)
- počet vidliček u, v, w je nejvýše počet dvojic (u,w) (z neexistence čtyřcyklu).

2) cv =
∑

w∈V (G)

(
deg v

2

)
- vezmeme každý potenciálńı prostředńı vrchol a vezmeme všechny možné vidličky

(dvojice výchoźıch hran)
Tedy ∑

w∈V (G)

(
deg(w)

2

)
≤
(
n

2

)
úpravy⇒

∑
w∈V (G)

(deg(w)− 1)2
(∗)
≤ n2

Použijeme Cauchy-Schwarzovu nerovnost (〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖) pro x = (deg(v1)− 1,deg(v2)− 1, . . . ,deg(vn)−
1)T pro V (G) = {v1, . . . , vn} a y = (1, 1, . . . , 1)T .
Pak

√
n2
√
n

(∗)
≥
√ ∑
w∈V (G)

(deg(w)− 1)2 ·
√
n = ‖x‖‖y‖ ≥ 〈x, y〉 =

∑
w∈V (G)

(deg(w)− 1) · 1 = 2|E| − n

Tedy 2|E| − n ≤ n3/2 ⇒ |E| ≤ 1
2 (n3/2 + n). �

Pozorováńı. Pro konečnou množinu X, |X| = n, má částečně uspořádaná množina (2X ,⊆) antǐretězce
velikosti

(
n
bn2 c
)
.

Věta 11 (Spernerova). Pro |X| = n ∈ N má částečně uspořádaná množina (2X ,⊆) antǐretězce velikosti
nejvýše

(
n
bn2 c
)
.

D̊ukaz. Necht’M = {M1, . . . ,Mk} je maximálńı antǐretězec. Dvěma zp̊usoby spočteme počet dvojic (M,R),
kde M ∈M, R je řetězec a M ∈ R.
Zjevně R := ∅ ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ An = X,Al \ Al−1 = {x}, x ∈ X. Tedy permutace X jednoznačně určuje
maximálńı řetězec.
1. #(M,R) ≤ #R = n! (Druhé složky muśı být unikátńı: (M1, R1), (M2, R1)⇒M1,M2 jsou porovnatelné.)
2. #(M,R) =

∑
M∈M

|M |! · (|X| − |M |)! =
∑

M∈M
|M |! · (n− |M |)!.

Z toho plyne
∑

M∈M
|M |! · (n− |M |)! ≤ n!⇒

∑
M∈M

|M |! · (n− |M |)!
n!

≤ 1⇒
∑

M∈M

(
n
|M |
)−1 ≤ 1⇒

⇒
( n
|M|)

−1≥( n
bn

2
c)
−1

∑
M∈M

(
n
bn2 c
)−1 ≤ 1⇒ |M|

(
n
bn2 c
)−1 ≤ 1⇒ |M| ≤

(
n
bn2 c
)

�

Důsledek 4. Každý množinový systém na |X| = n uspořádaný inkluźı má nejvýše
(
n
bn2 c
)

nezávislých prvk̊u

vzhledem k inkluzi.

Definice 7 (Kostra grafu). Kostra grafu G je strom T : V (T ) = V (G), T ⊆ G.
Počet koster grafu G znač́ıme κ(G), κ(n) = κ(Kn).

Věta 12 (Cayleyho formule). ∀n ≥ 2 : κ(n) = nn−2

D̊ukaz přes povykosy. Kostru si zakořeńıme a jej́ı hrany oč́ıslujeme 1, . . . , n− 1, to odpov́ıdá trojici (T, r, f)
- strom, kořen, oč́ıslováńı.
1. #(T, r, f) = κ(n) · n · (n− 1)!

2. #(T, r, f) =
n−1∏
i=1

n · (n− i) = nn−1 · (n− 1)!

Tedy nn−2 · n! = κ(n) · n!⇒ κ(n) = nn−2 �
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Věta 13 (Počet koster podle skóre kostry). Necht’ (d1, . . . , dn) je posloupnost č́ısel splňuj́ıćı ∀i : di ≥

∧
∑
di = 2n− 2. Potom koster Kn, pro něž plat́ı ∀i : deg(vi) = di je

(n− 2)!

(d1 − 1)! · . . . · (dn − 1)!
.

D̊ukaz indukćı podle počtu vrchol̊u. Báze triviálńı
Indukčńı krok: bez újmy na obecnosti: dn = 1 (vn je nutně list). Rozebereme př́ıpady (vn, vJ) ∈ E : koster

na n− 1 vrcholech se skóre (d1 − 1, . . . , dn−1) je z IP (n−3)!
(d1−2)!...(dn−1−1)! . Analogicky pro všechny daľśı hrany.

Pak pošet koster se stupni je
n−1∑

i=1,di 6=1

(n− 3)!

(d1 − 1)! · . . . · (di − 2)! . . . (dn−1 − 1)!
=

=
(n− 3)![d1 − 1 + d2 − 1 + . . .+ dn−1 − 1]

(d1 − 1)! · . . . · (dn−1 − 1)!
=

(n− 3)!(n− 2)

(d1 − 1)! · . . . · (dn−1 − 1)! · (dn − 1)!
=

(n− 2)!

(d1 − 1)! · . . . · (dn − 1)!
�

Důsledek 5 (Cayleyho formule - II. d̊ukaz).

D̊ukaz. κ(n) =
∑

di≥1,
∑
di=2n−2

(n− 2)!

(d1 − 1)! · . . . · (dn − 1)!

ki=di−1
=

∑
di≥1,

∑
ki=n−2

(n− 2)!

k1! · . . . · kn!
·1k1 ·1k2 . . .·1kn multinomická věta

=

(1 + 1 + . . .+ 1)n−2 = nn−2 �

Definice 8 (Multigraf, jeho kostra, kontrakce). Multigraf je graf se smyčkami a násobnými hranami.
Kostra multigrafu je strom na V (G) takový, že neobsahuje smyčky a z násobných hran vyb́ıráme vždy nejvýše
jednu.
Kontrakce hrany e v G je G ◦ e: je-li e = (u, v), slouč́ıme vrcholy u, v do nového vrcholu w: N(w) :=
N(u) +N(v). Zde mohou vzniknout smyčky a násobné hrany.

Poznámka (Rekurence pro počet koster grafu). κ(G) = κ(G− e) + κ(G ◦ e).

Pozorováńı. Pro každý multigraf H a každou hranu e r̊uznou od smyčky plat́ı κ(H) = κ(H− e) +κ(H ◦ e).

Definice 9 (Laplaceova matice). Laplaceova matice multigrafu H na vrcholech V (H) = {v1, . . . , vN} je
L ∈ Rn×n, kde li,i := # hran r̊uzných od smyček incidentńıch s vi, pro i 6= j : li,j := # hran mezi vi a vj .

Pozorováńı. L je singulárńı (součet všech řádk̊u je nulový vektor).

Pozorováńı. Pro Laplaceovu matici plat́ı ∀i, j ∈ [n] : |Li,i| = |Lj,j |.

Pozorováńı. TODO: pozorováńı o přičteńı 1 na 1,1

Věta 14 (Počet koster). Pro každý neprázdný multigraf H plat́ı κ(H) = det(L(H)1,1).

D̊ukaz. Indukćı podle počtu hran. Je-li |E(H)| = 0, potom je graf jeden vrchol, pak |L(H)1,1| = 1, nebo
nezávislá množina, pak |L(H)1,1| = 0.

V indukčńım kroku: bez újmy na obecnosti: (v1, v2) ∈ E(H) (jinak přeznač́ıme). Pak L(H) =

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 0

+

L(H − e) ⇒ L(H)1,1 =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 + L(H − e)1,1 ⇒ |L(H)1,1| = |(L(H)1,1)1,1| + |L(H − e)1,1| =

|L(H ◦ e)1,1|+ |L(H − e)1,1| IP
= κ(H ◦ e) + κ(H − e) = κ(H). �

Důsledek 6 (Cayleyho formule - III. d̊ukaz).

D̊ukaz. κ(K1) =

∣∣∣∣∣∣∣
n− 1 −1 −1

−1
. . . −1

−1 −1 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣ = nn−2 �

6



Grafy

Definice 10 (Řezy a souvislosti). Necht’ G = (V,E) je graf. Pak

• S ⊆ V je vrcholový řez, pokud G− S je nesouvislý

• F ⊆ E je hranový řez, pokud G− E je nesouvislý

• Vrcholová souvislost je kv =


min |S| přes všechny vrcholové řezy pokud nějaké existuj́ı

n− 1 pro Kn, n ≥ 2

1 pro K1

• Hranová souvislost je ke =

{
min |F | přes všechny hranové řezy

1 pro K1

• G je (vrcholově) t-souvislý, pokud kv ≥ t.

• G je hranově t-souvislý, pokud ke ≥ t.

Pozorováńı. ∀G : G 6= K1 : kv, ke ≤ min
v∈V (G)

deg(v)

Lemma 2. ∀G = (V,E) : kv(G) ≤ ke(G)

D̊ukaz. Máme dán minimálńı F , tvoř́ıme S.
Necht’ C1, C2 jsou komponenty G− F . Pak:

1. existuj́ı u, v : u ∈ C1, v ∈ C2, u, v 6∈ F - pak lze vźıt vrcholy podle hran.

2. takové u, v neexistuj́ı, ale u ∈ C1, v ∈ C2, (u, v) 6∈ F - pak dobře odeb́ıráme.

Jinak F indukuje Km,n - bez újmy na obecnosti m ≤ n.

3. m = 1 - G je úplný, vše plat́ı

4. m ≥ 2 takový řez ovšem muśı mı́t m · n hran, ovšem my umı́me naj́ıt menš́ı hranový řez, tedy F neńı
minimálńı, což je spor.

�

Definice 11 (Artikulace, most). Jednovrcholový řez je artikulace.
Jednohranový řez je most.

Věta 15 (Ušaté lemma). G je 2-souvislý ⇔ G lze vytvořit z Ck přidáváńım uš́ı, kde ucho je cesta mezi
dvěma r̊uznými vrcholy.

D̊ukaz.
”
⇐“: indukćı - přidáńı ucha neporuš́ı 2-souvislost: at’ máme artikulaci - pokud je na uchu, pak to

neńı artikulace, pokud neńı na uchu, byla tam už předt́ım.

”
⇒“: Máme dán 2-souvislý G, najdu největš́ı H ⊂ G, který lze z Ck vytvořit přidáváńım uš́ı. Pro spor

předpokládejme H 6= G. Najdu si (u, v) : u 6∈ H, v ∈ H,G − u souvislý. Do souseda w vrcholu u vede z H
cesta - pak tato cesta + e je ucho, což je spor s maximalitou H. �

Poznámka (K ušatému lemmatu). To je ekvivalentńı tomu, že G lze vytvořit s C3 pomoćı přidáńı a
podrozděleńı hran.

Důsledek 7. G je 2-souvislý ⇔ každé dva vrcholy lež́ı na společné kružnici.
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D̊ukaz.
”
⇐“: Má-li G artikulaci odděluj́ıćı u, v, pak u, v nelež́ı na společné kružnici - spor.

”
⇒“: indukćı podle počtu uš́ı. Báze je kružnice, to je zjevné.

Jinak vezmeme G najdeme ucho U a zváž́ıme G− U . Pokud u, v 6∈ U : z IP umı́me naj́ıt kružnici bez ucha.
Pokud u, v ∈ U : graf byl i předt́ım souvislý - najdu cestu z x konce ucha do y druhého konce ucha mimo
ucho - mám dvě cesty, tedy i kružnici.
Jinak bez újmy na obecnosti u ∈ U, v 6∈ U . Pak najdu cyklus (z IP) pro x a v a cestu z y do tohoto cyklu.
Pak umı́m naj́ıt hledaný cyklus. �

Definice 12 ((A,B)-̌rez). O řezu S ⊆ V (G) řekneme, že je (A,B)-̌rez, jestliže A,B ⊆ V (G) a každá cesta
v ∈ A→ w ∈ B obsahuje vrchol z S.

Tvrzeńı 3 ((A,B)-̌rezy a disjunktńı cesty). Necht’ A,B ∈ V (G) , kde |A| = |B| = t. Pokud G nemá žádný
(A,B)-̌rez velikosti nejvýše t− 1, pak existuje t disjunktńıch cest mezi A a B.

D̊ukaz indukćı podle |E(G)|. Báze: |E(G)| = 0 ⇒ E(G) = ∅. Bud’ A = B, pak existuje t cest délky 0, nebo
A 6= B, pak A ∩B je (A,B)-̌rez velikosti < t, tedy nesplňujeme předpoklady a implikace plat́ı.
IK: Zvolme e ∈ E(G) libovolně. Uvažme G − e. Pokud G − e nemá řez velikosti ≤ t − 1, má z IP t cest a
tedy máme hledané cesty i pro G.
Jinak má G (A,B)-̌rez velikosti ≤ t−1. Zpozorujeme, že každá A→ B cesta (tj. cesta z a ∈ A do b ∈ B) bud’

obsahuje vrchol z S nebo hranu e. Hranu e procháźı cesty vždy ve stejném směru - bez újmy na obecnosti si
ji označ́ıme A→ u→ v → B.
Označ́ıme Su := S ∪ {u}, Sv := S ∪ {v}. Z předchoźıho plyne, že Su je (A,B)-̌rez v G⇒ |Su| ≥ t⇒ |Su| =
t(|S| = t− 1) , |Sv| analogicky.
(1): G nemá žádný (A,Su)-̌rez velikosti ≤ t−1. Kdyby takový řez existoval, pak ∃(A,B)-̌rez velikosti ≤ t−1,
což je spor s předpoklady.
(2): G− e nemá žádný (A,Su)-̌rez velikosti ≤ t− 1. Kdyby takový řez existoval, pak by v G− e existovala
cesta z A do Su mimo řez.
(1),(2),IP⇒ ∃ t disjunktńıch cest z A do Su a t disjunktńıch cest z Sv do B, z nichž umı́me zkonstruovat t cest
z A do B. �

Věta 16 (Mengerova). Pro každá graf G plat́ı, že ∀t > 0: G je vrcholově t-souvislý ⇔ mezi každými dvěma
vrcholy existuje t vnitřně disjunktńıch cest.

Věta 17 (Ford-Fulkersonova). Pro každá graf G plat́ı, že ∀t > 0: G je hranově t-souvislý ⇔ mezi každými
dvěma vrcholy existuje t hranově disjunktńıch cest.

D̊ukaz.
”
⇐“ pro obě věty: existuj́ı cesty, tedy neexistuj́ı řezy velikosti< t takové, aby přerušily T disjunktńıch

cest, tedy graf je t-souvislý.

”
⇒“ Mengerova věta: máme dány u, v. Pokud nesd́ıĺı hranu, vezmu A ⊆ N(u) : |A| = t, B ⊆ N(v) : |B| = t

- t jich lze vźıt z t-souvislosti. Z předchoźıho tvrzeńı máme nalezeny cesty zadarmo.
Pokud (u, v) ∈ E(G), hledám t − 1 cest v G − e stejně jako výše. Stač́ı jen ukázat, že po odebráńı jedná
hrany neklesne vrcholová souvislost o v́ıce než 1, což je jednoduché pozorováńı.

”
⇒“ Ford-Fulkersonova věta: převedeme hranovou na vrcholovou souvislost. Zkonstruujeme linegraf: pro

dané u, v ∈ V (G) přidáme listy u′, v′ : (u′, u), (v, v′) ∈ E(G′). Nyńı vytvoř́ıme linegraf L(G′) : V (L(G′)) =
E(G′),∀e, e′ ∈ V (L(G′)) : (e, e′) ∈ E(L(G′))⇔ e ∩ e′ 6= ∅ (v G).
Zpozorujeme, že F ⊆ E(G) je hranový řez odděluj́ıćı u, v právě když F je vrcholový řez linegrafu.
Protože G nemá malé (≤ t− 1) hranové řezy, L(G′) nemá malé vrcholové řezy ⇔ ∃t vrcholově disjunktńıch
cest v L(G′)→ ∃ t hranově disjunktńıch cest v G. �

Toky v śıt́ıch

Definice 13 (Śıt’, tok, velikost toku). Śıt’ je orientovaný graf s nezáporně ohodnocenými hranami a dvěma
význačnými vrcholy s (stok) a z (zdroj). Formálně se jedná o čtveřici (G, c, z, s) : z, s ∈ V (G), c : E(G)→ R+

0 ,
pak c(e) je kapacita hrany.
Tok v śıti (G, c, z, s) je zobrazeńı, které hranám přǐrazuje nezáporné hodnoty nepřevyšuj́ıćı kapacity splňuj́ıćı
tzv. 1. Kirchhoff̊uv zákon. Formálně je tok f : E(G)→ R+

0 : ∀e ∈ E(G) : 0 ≤ f(e) ≤ c(e)∧∀v ∈ V (G)\{z, s} :

8



∑
u:(u,v)∈E(G)

f(u, v) =
∑

u:(v,u)∈E(G)

f(v, u).

Velikost toku f je w(f) :=
∑

v:(z,v)∈E(G)

f(z, v) =
∑

v:(v,z)∈E(G)

f(v, z).

Definice 14 (Řez v śıti, kapacita řezu, elementárńı řez). Řezem v śıti (G, c, z, s) je R ⊆ E(G) taková, že
každá orientovaná cesta z → s obsahuje alespoň jednu hranu R.
Kapacita řezu R je c(R) =

∑
e∈R

c(e).

Elementárńı řez je řez daný A ⊆ V : z ∈ A, s 6∈ A tak, že RA = {(u, v), u ∈ A, v 6∈ A}.

Pozorováńı. RA je řez, protože každá cesta z → s alespoň jednou opust́ı A.

Pozorováńı. Každý řez R obsahuje nějaký elementárńı řez RA ⊆ R.

D̊ukaz. R je řez, tedy G \ R je nesouvislý, tedy A si zvolme komponentu G \ R obsahuj́ıćı z. Pak máme
hotovo. �

Důsledek 8. Řezy minimálńı vzhledem k inkluzi jsou elementárńı.

Lemma 3. Je-li f tok v śıti (G, c, z, s) a RA je elementárńı řez, pak w(f) =
∑

u∈A,v 6∈A:(u,v)∈E(G)

f(u, v) −∑
u∈A,v 6∈A:(v,u)∈E(G)

f(v, u)

D̊ukaz. w(f)
def
=

∑
v:(z,v)∈E(G)

f(z, v) =
∑

v:(v,z)∈E(G)

f(v, z). Dále ∀u ∈ A : u 6= z : 0 =
∑

v:(u,v)∈E(G)

f(u, v) =∑
v:(v,u)∈E(G)

f(v, u).

Sečteńım těchto nerovnost́ı źıskáváme w(f) =
∑
u∈A

[ ∑
v:(u,v)∈E(G)

f(u, v) =
∑

v:(v,u)∈E(G)

f(v, u)

]
=

∑
(u,v)∈E,u,v∈A

[f(u, v)−

f(u, v)]+
∑

(u,v)∈E,u∈A,v 6∈A
f(u, v)−

∑
(v,u)∈E,u∈A,v 6∈A

f(v, u) =
∑

u∈A,v 6∈A:(u,v)∈E(G)

f(u, v)−
∑

u∈A,v 6∈A:(v,u)∈E(G)

f(v, u)

�

Věta 18 (Minimaxová věta). Pro každou śıt’ plat́ı, že velikost maximálńıho toku je rovna kapacitě mi-
nimálńıho řezu. Formálně: max

f
w(f) = min

R
c(R).

D̊ukaz. Nejprve dokážeme nerovnost ∀f,R. Najdeme minimálńı R′ ⊆ R vzhledem k inkluzi. Z pozorováńı je
R′ elementárńı, tedy R′ = RA, z lemmatu w(f) =

∑
u∈A,v 6∈A:(u,v)∈E(G)

f(u, v) −
∑

u∈A,v 6∈A:(v,u)∈E(G)

f(v, u) ≤∑
u∈A,v 6∈A:(u,v)∈E(G)

f(u, v) ≤
∑

u∈A,v 6∈A:(u,v)∈E(G)

c(u, v) = c(RA) ≤ c(R).

Nyńı ukážeme, že pokud existuje maximálńı tok, pak plat́ı rovnost.

Definice 15 (Zlepšuj́ıćı cesta). Pro cestu P = (z = v0, v1, . . . , vk) definujeme hodnotu

εP = min

{
c(vi, vi+1)− f(vi, vi+1) je-li (vi, vi+1) ∈ E
f(vi+1, vi) je-li (vi+1, vi) ∈ E

Pokud je εP > 0, pak P je zlepšuj́ıćı cesta.

Zpozorujeme, že pokud pro tok f existuje zlepšuj́ıćı cesta, neńı maximálńı, tedy jej lze zlepšit. (Př́ıpadně
lze rozebrat podrobněji.)
Z toho plyne, že když je f maximálńı, pak neexistuje žádná zlepšuj́ıćı cesta z → s (to je obměna pozorováńı).
Potom zvoĺıme A := {z} ∪ {u ∈ V : ∃P : z → u : εP > 0}, tedy s 6∈ A. Uváž́ıme elementárńı řez RA :
jeho hrany směrem ven muśı mı́t využity veškerou kapacitu (kdyby ne, pak nemáme korektně zvolenou A) a
∀(v, u) ∈ E : u ∈ A, v 6∈ A : f(v, u) = 0 - ze stejného d̊uvodu. Tedy w(f) = c(RA).
Jako posledńı ukážeme existenci.
Pro celoč́ıselné kapacity: εP ∈ Z+

0 , tedy neexistuje nekonečná posloupnost zlepšuj́ıćıch cest.
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Pro racionálńı kapacity: vynásob́ıme kapacity nejmenš́ım společným násobkem jmenovatel̊u zlomk̊u a převedeme
na celoč́ıselné kapacity.
Pro reálné kapacity: množina tok̊u je kompaktńı, velikost toku je spojitá funkce. Z analýzy: spojitá funkce
na kompaktu nabývá maxima. �

Systémy r̊uzných reprezentant̊u

Definice 16 (Množinový systém, SRR, incidenčńı graf). Množinový systém jeM = {Mi : i ∈ I : Mi ⊆ X},
kde X, I jsou konečné množiny.
Systém r̊uzných reprezentant̊u pro M je zobrazeńı f : I → X : ∀i ∈ I : f(i) ∈Mi ∧ f je prosté.
Incidentńı graf pro M je bipartitńı graf GM = (V,E) : V = I ∪X,∀i ∈ I, x ∈ X : (i, x) ∈ E ⇔ x ∈Mi.

Pozorováńı. Mmá systém r̊uzných reprezentant̊u⇔GM má párováńı velikosti |I|, kde párováńı je množina
navzájem disjunktńıch hran.

Věta 19 (Hallova). M má systém r̊uzných reprezentant̊u ⇔ ∀J ⊆ I, J 6= ∅ : |J | ≤ |
⋃
i∈J

Mi|.

D̊ukaz.
”
⇒“: Zjevně můžu pro libovolnou J ⊆ I naj́ıt C ⊆ X : |C| = |J | ∧ ∀j ∈ J : ∃c ∈ C : c ∈Mj .

”
⇐“: Doplńıme GM na śıt’ tak, že přidáme z : N(z) = I, s : N(s) = X, orientace z → I → X → s. Kapacity

všech hran budou jednotkové.
Pak si najdeme minimálńı tok f a odpov́ıdaj́ıćı minimálńı řez R.
Protože kapacity jsou celoč́ıselné, pak ∃ maximálńı tok f s celoč́ıselnými hranami.
Dále se pod́ıváme na řez: libovolná cesta z → s vypadá z− i ∈ I −x ∈ X − s. Pokud by v řezu R byla hrana
(i, x), pak lze řez upravit tak, aby (i, x) neobsahoval s pomoćı jedné z hran (z, i), (x, s) a zároveň t́ım můžu
potenciálně odebrat v́ıce hran řezu. Tedy bez újmy na obecnosti R obsahuje pouze hrany výchoźı ze zdroje,
nebo přicházej́ıćı do stoku.
Pak zvolme A = {i ∈ I : (z, i) ∈ R}, B = {x ∈ X : (x, s) ∈ R}.
Protože R je řez, pak neexistuje (i, x) ∈ E(G) : i ∈ I \A, x ∈ X \B.
Z toho plyne

⋃
i∈I\A

Mi ⊆ B ⇒ |
⋃

i∈I\A
Mi| ≤ |B|. Z Hallovy podmı́nky dále plyne |

⋃
i∈I\A

Mi| ≥ |I \ A|. Dále

w(f) = |R| · 1 = |A| + |B| ≥ |A| + |I \ A| = |I|, což je i horńı omezeńı, jelikož existuje řez přes všechna
(z, i) ∈ E(G), jichž je |I|.
Tedy w(f) = |I|, a f je celoč́ıselný, tedy hrany jsou ohodnoceny 1,0, tedy hrany použité v toku mezi I a X
určuj́ı hledané párováńı. �

Definice 17 (Vrcholové pokryt́ı). Množina C ⊆ V (G) je vrcholové pokryt́ı G, pokud ∀e ∈ E(G) : e∩C 6= ∅.

Pozorováńı. Z Dk Hallovy věty: A ∪B je vrcholové pokryt́ı incidenčńıho grafu GM.

Důsledek 9 (Königova věta). V každém bipartitńım grafu je velikost maximálńıho párováńı rovna velikosti
nejmenš́ıho vrcholového pokryt́ı.

Důsledek 10 (Obarvitelnost k-regulárńıho bipartitńıho grafu k barvami). Každý k-regulárńı bipartitńı graf
je hranově k-obarvitelný, tj. hrany lze obarvit k barvami tak, že z každého vrcholu vycházej́ı r̊uzné barvy.

D̊ukaz. Indukćı podle k.
k = 1 : Triviálně perfektńı párováńı.
k ≥ 2: označme si jednu partitu I, druhou X. ZadefinujemeM : Mi = N(i). Pak ověř́ıme Hallovu podmı́nku:
mějme J ⊆ I. Spočteme hrany vycházej́ıćı z J : k · |J | = # hran ≤ k · |

⋃
i∈J

Mi| ⇒ |J | ≤ |
⋃
i∈J

Mi|, tedy Hallova

podmı́nka plat́ı, tedyM má systém r̊uzných reprezentant̊u. Tedy GM má párováńı velikosti |I|. Pak párováńı
můžu odebrat, tedy mám (k − 1)-regulárńı bipartitńı graf. Z indukčńıho předpokladu umı́m obarvit zbytek
k − 1 barvami, nav́ıc odebrané hrany obarv́ıme daľśı barvou, tedy celkem lze graf obarvit k barvami. �

Definice 18 (Latinský obdélńık). Latinský obdélńık typu k × n, k ≤ n je tabulka velikosti k × n vyplněná
n r̊uznými symboly tak, že se v žádném řádku ani sloupci symboly neopakuj́ı.

Věta 20. Každý latinský obdélńık lze doplnit na čtverec.
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D̊ukaz. Vytvoř́ıme bipartitńı graf mezi I = [n] - sloupci a X = [n] takový, že (i, x) ∈ E ⇒ x lze doplnit do
i-tého sloupce.
Tento graf je (n− k)-regulárńı, tedy jej lze obarvit hranově pomoćı n− k barev, tedy máme n− k párováńı,
což je n− k řádk̊u. �

Definice 19 (Bistochastická a permutačńı matice). Matice A ∈ [0, 1]n×n je bistochastická, pokud má
řádkové i sloupcové součty rovny jedné.
Matice A ∈ {0, 1}n×n je permutačńı, pokud má řádkové i sloupcové součty rovny jedné.

Definice 20 (Konvexńı obal). Konvexńı obal je množina všech konvexńıch kombinaćı, tedy {
n∑
i=1

αixi :∑
αi = 1 ∧ αi ≥ 0 ∀i ∈ [n]}

Věta 21 (Birkhoff-von Neumannova). Bistochastické matice tvoř́ı konvexńı obal permutačńıch matic (oboj́ı
stejného řádu).

Lemma 4 (O nezáporném výběru z nezáporné matice). Má-li matice A ∈ (R+
0 )n×n řádkové nebo sloupcové

součty stejné, pak ∃π ∈ Sn : ∀i ∈ [n] : ai,π(i) > 0.

D̊ukaz lemmatu. Sestav́ımeM na I = X = [n] takový, že Mi = {j : ai,j > 0}. Pak ∀J ⊆ I :
∑

(i,j)∈E,i∈J
ai,j =

|J | · s. Ovšem také
∑

(i,j)∈E,i∈J
ai,j ≤

∑
(i′,j′)∈E,j∈

⋃
i∈J

Mi

= |
⋃
i∈J

Mi| · s.

Z těchto dvou (ne)rovnost́ı plyne |J | ≤ |
⋃
i∈J

Mi|, tedy plat́ı Hallova podmı́nka, tedy GM má párováńı, které

odpov́ıdá permutaci π. �

D̊ukaz Birkhoff-von Neumannovy věty pomoćı silněǰśıho tvrzeńı. Dokážeme, že pokud jsou řádkové nebo sloup-
cové součty nezáporné matice A rovny s, pak A =

∑
αiAπi

:
∑
αi = s, αi > 0.

Budeme indukovat podle t - počtu nenulových prvk̊u.
Jestliže t = n, pak se jedná o s-násobek permutačńı matice, tedy triviálně vezmeme permutaci danou touto
matićı: A = s ·Aπ.
Dále bude t > n. Pak z lemmatu najdu π ∈ Sn, α := min

i∈[n]
ai,π(i), α > 0. Pak z IP (alespoň jeden prvek jsme

odečteńım odebrali) A − αAπ =
∑
αiAπi ,

∑
αi = s − α, tedy A =

∑
αiAπi + αAπ,

∑
αi + α = s a tedy

máme hledaný s-násobek konvexńı kombinace. �

Definice 21 (Ramseyovo č́ıslo). Ramseyovo č́ıslo R(k, l) je nejmenš́ı n ∈ N takové, že každý graf na n
vrcholech splňuje bud’ α(G) ≥ k∨ω(G) ≥ l, kde α(G) je velikost největš́ı nezávislé množiny jako indukovaného
podgrafu a ω(G) je velikost největš́ı kliky.
Ekvivalentně můžeme uvažovat o barveńı hran dvěma barvami.
R(k, 1) = R(1, l) = 1

Tvrzeńı 4 (Konečnost Ramseyova č́ısla). R(k, l) ≤ R(k − 1, l) +R(k, l − 1)

D̊ukaz. Je dán G na R(k − 1, l) +R(k, l − 1) vrcholech. Pak zvoĺım u libovolně a označ́ım A := N(u), B :=
V (G) \N [u] (N [u] = N(u) ∪ {u}). Pak bud’ |A| ≥ R(k, l − 1) (př́ıpad 1) nebo |B| ≥ R(k − 1, l) (př́ıpad 2).
Rozebereme jednotlivé př́ıpady:

1. Nyńı G|A (graf G zúžený na A) bud’ obsahuje nezávislou množinu velikosti k nebo úplný podgraf
velikosti l − 1, který rozš́ı̌ŕıme o u na Kl.

2. Graf G|B obsahuje úplný podgraf velikosti l nebo nezávislou množinu velikosti k − 1. Pak ji doplńıme
o u na Ik.

�

Důsledek 11 (Horńı odhad Ramseyova č́ısla pomoćı kombinačńıho č́ısla). R(k, l) ≤
(
k+l−2
k−1

)
11



D̊ukaz indukćı. R(k, 1) = R(1, l) = 1

R(k, l) ≤ R(k − 1, l) +R(k, l − 1)
IP
≤
(
k+l−3
k−2

)
+
(
k+l−3
k−2

)
=
(
k+l−2
k−1

)
�

Věta 22 (Ramseyova věta pro grafy a r barev). Pro každé k, r ∈ N∃n ∈ N takové, že barv́ıme-li hrany
Kn pomoćı r barev, potom vždy nalezneme k-tici vrchol̊u, které indukuj́ı jednobarevný úplný podgraf (Kk).
Nejmenš́ı takové n budeme značit nr,k.

D̊ukaz indukćı podle r. Báze: r = 1 : n1, k = k
IK: r−1→ r: nr,k ≤ R(k, nr−1,k). Pak KR(k,nr−1,k) obsahuje bud’ Kk v prvńı barvě nebo Knr−1,k

v ostatńıch
barvách (tj. všech kromě prvńı) - a tento graf obsahuje z IP Kk v některé z r − 1 barev. �

Věta 23 (Ramseyova věta pro systémy p-tic). Pro každé r, p, k ∈ N∃n ∈ N takové, že barv́ıme-li
(

[n]
p

)
pomoćı

r barev, potom existuje A ⊆ [n], |A| = k taková, že
(
A
p

)
je jednobarevná.

D̊ukaz indukćı podle p. Báze: pro p = 1 se jedná o Dirichlet̊uv princip, pro p = 2 o Ramseyovu větu pro
grafy.
Dále budeme nejmenš́ı n značit jako nr,p(k).

Lemma 5. Pro každé obarveńı p-tic množiny B velikosti 1 + nr,p−1(k) a libovolný prvek x ∈ B existuje

B′ ⊆ B \ {x} taková, že |B′| ≥ k a všechny p-tice z
(
B′

p

)
maj́ı stejnou barvu.

D̊ukaz lemmatu. Mějme dáno obarveńı c :
(
B
p

)
→ [r]. Definujeme c′ :

(
B\{x}
p−1

)
→ [r] tak, že c′(Y ) :=

c(Y ∪ {x}), Y ∈
(
B\{x}
p−1

)
. Protože |B \ {x}| = nr,p−1(k), obsahuje hledanou monochromatickou B′ z IP. �

Nyńı ukážeme, že nr,p(k) ≤ 1 + nr,p−1(1 + nr,p−1(1 + nr,p−1(. . .+ nr,p−1(p− 1) . . .))) =: n ∗r,p (k), přičemž
vnořujeme t = r(k − p) + 1-krát.
Nyńı vezmeme B0 := [n ∗r,p (k)]. To umı́me spoč́ıst, protože všude ve vzorečku použ́ıváme jen p− 1. Mějme

dané obarveńı c :
(
B0

p

)
→ [r]. Budeme t-krát aplikovat lemma, č́ımž tvoř́ıme posloupnost x1, . . . , xt : xi ∈

Bi−1, Bi = (Bi−1)′.
Z rekurence plyne |Bt| ≥ nr,p−1(p − 1) = p − 1. Bez újmy na obecnosti necht’ |Bt| = p − 1. K posloupnosti
prvk̊u x1, . . . , xt přidáme posloupnost barev b1, . . . , bt, kde bi je

”
barva věj́ı̌rku určená xi“, neboli barva(

Bi

p−1

)
.

V posloupnosti b1, . . . , bt se z Dirichletova principu některá z barev zopakuje alespoň (k− p+ 1)-krát. Prvky
xi odpov́ıdaj́ıćı této barvě necht’ tvoř́ı C = {xi1 , . . . , xik−p+1

, . . .}. Potom hledaná A := Bt ∪C, jelikož každá
p-tice obsahuje prvek z C, tedy má stejnou barvu b. �

Věta 24 (Erdös-Szekeresova). Pro každé k existuje n takové, že pro každou libovolnou n-prvkovou množinu
bod̊u v R2 v obecné poloze nalezneme k-prvkovou podmnožinu bod̊u v konvexńı poloze (tj. vrcholy kon-
vexńıho k-úhelńıku)

D̊ukaz. Zpozorujeme, že libovolná pětice bod̊u tvoř́ı konvexńı čtyřúhelńık. Bud’ je př́ımo konvexńı obal, nebo
je konvexńı obal trojúhelńık - pak jsou dva body uvnitř trojúhelńıku - ty tvoř́ı př́ımku, která děĺı R2 na dvě
části. Vezmeme dva body, které jsou ve stejné části - ty pak s dvěma vnitřńımi tvoř́ı konvexńı čtyřúhelńık.
Zvoĺıme n = n2,4(k), tedy barv́ıme čtveřice dvěma barvami. Červeně obarv́ım takovou čtveřici, která je v
konvexńı poloze a modře takovou, která v konvexńı poloze neńı.
Z pozorováńı ovšem plyne, že nemůžeme naj́ıt velkou monochromatickou modrou podmnožinu - pokud
má alespoň 5 bod̊u, pak v ńı najdeme konvexńı čtyřúhelńık. Tedy nacháźım monochromatickou červenou
podmnožinu o velikosti alespoň k. Ta vytvoř́ı ze své monochromatičnosti konvexńı k-úhelńık. �

Tvrzeńı 5 (Odhady Ramseyova č́ısla). Pro k ≥ 3
√

2
k ≤ R(k, k) ≤

(
2k−2
k−1

)
≤ 4k

D̊ukaz. Horńı odhad máme už dokázaný, dokážeme jen dolńı odhad.

Zvoĺıme náhodný graf na
√

2
k

vrcholech s p = 1
2 . Pek vezmeme K ⊆ V : |K| = k. Dále uvažme jevy AK :

G|K je klika, BK : G|K je nezávislá množina. p(AK) = p(BK) = 2−(k
2).

Pak p(ω(G) ≥ k ∨ α(G) ≥ k) ≤
∑
K

p(AK) + p(BK) =
(√

2
k

k

)
· 2−(k

2) · 2
k≥3
< (

√
2
k
)k·21−(k

2)

2
k
2
+1

= 20 = 1. �
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Samoopravné kódy

Definice 22 (Terminologie samoopravných kód̊u, Hammingova vzdálenost, blokový kód). Abeceda Σ je
konečná množiny tzv. symbol̊u.
Slova jsou uspořádané n-tice symbol̊u.
Množina všech slov délky n se znač́ı Σn.
Hammingova vzdálenost pro slova x, y ∈ Σn je dist(x, y) := |{i ∈ [n] : xi 6= yi}| (nav́ıc se jedná o metriku)
Blokový kód je C ⊆ Σn. Parametry kódu jsou (n, k, d)q, kde n je délka kódu, k je dimenze kódu (k = logq|C|),
d je minimálńı vzdálenost kódu, q je velikost abecedy.

Pozorováńı. Kód se vzdálenost́ı d je schopen opravit bd−1
2 c chyb.

Pozorováńı. Zpermutováńı pozic nebo symbol̊u na dané pozici neměńı parametry kódu.

Definice 23 (Ekvivalence kód̊u, kombinatorická koule). Kódy C,D jsou ekvivalentńı, pokud ∃π ∈ Sn : x ∈
C → π(x) ∈ D.
Kombinatorická koule se středem x a poloměrem t je B(x, t) := {y slovo : dist(x, y) ≤ t}.

Pozorováńı (Prázdný pr̊unik kombinatorických kouĺı). B(x, t) ∩B(y, t) = ∅ ⇔ dist(x, y) ≥ 2t+ 1.

Pozorováńı (Disjunktńı koule pro kód s danou vzdálenost́ı). Je-li C kód se vzdálenost́ı d, potom B(x, bd−1
2 c)

jsou navzájem disjunktńı (pro x slova kódu).

Pozorováńı (Objem kombinatorické koule). Objem kombinatorické koule je V (t) := |B(x, t)| =
k∑
i=0

(
n
i

)
(q−

1)i.

Důsledek 12 (Hamming̊uv odhad). Je-li C kód opravuj́ıćı t chyb délky n nad |Σ| = q, potom |C| ≤ qn

V (t)

Poznámka. Kódy splňuj́ıćı rovnost Hammingova odhadu se nazývaj́ı perfektńı.

Věta 25 (Gilbert-Varshamova mez). ∀n, d, q∃(n, k, d)q kód velikost |C| > qk

V (d−1)

D̊ukaz. Budeme kód konstruovat hladově - náhodně bereme nějaké slovo a znemožńıme si vźıt jiné slovo z
jeho okoĺı. T́ım si zakážeme vždy nejvýše V (d− 1) daľśıch slov. �

Definice 24 (Lineárńı kód). Necht’ T je konečné těleso. Pak lineárńı kód je podprostor Tn, Σ = T a slova
jsou vektory. Takový kód znač́ıme [n, k, d]q. Vı́me |T| = Σ| = q ⇒ |C| = qk (z toho, že C je podprostor).

Pozorováńı. ∀x, y, z ∈ Tn : dist(x, y) = dist(x + z, y + z)
z=−y

= dist(x − y, 0). Z toho plyne D :=

min
x 6=y∈C

dist(x, y) = min
x 6=y∈C

dist(x− y, 0)
C vekt. prostor

= min
x∈C

dist(x, 0).

Definice 25 (Syndrom). Pro lineárńı kód C b Tn je syndrom lineárńı zobrazeńı Tn → Tn−k, kde k = dimC
takové, že s(x) = 0⇔ x ∈ C, tedy X = Ker(s).

Lemma 6 (O prostotě syndromu). s je prosté na B(0, t), pokud C má parametry [n, k, 2t+ 1]q.

D̊ukaz sporem. Necht’ existuj́ı y 6= y′ ∈ B(0, t) : s(y) = s(y′). Pak z linearity s: 0 = s(y)−s(y′) = s(y−y′) def⇒

y − y′ ∈ C. Protože ∀0 6= x ∈ C : dist(x, 0) ≥ 2t − 1 ⇒ dist(y − y′, 0) ≥ 2t − 1, ale dist(y − y′, 0)
4 ner.

≤
dist(y, 0) + dist(y′, 0) ≤ 2t⇒E �

Tvrzeńı 6 (Určeńı x pro dané y). Pokud y je přijaté slovo v lineárńım kódu se syndromem s, pak se dekóduje
na x = y − s<−1>(s(y)).

D̊ukaz. 1. Pro y ∈ B(x, t) : s(y − x) = s(y)− s(x) = s(y), jelikož s(x) = 0.
2. Pro y ∈ B(x, t) : y − x ∈ B(0, t)⇒ s<−1>(s(y − x)) = y − x.

3. x = y − (y − x)
2
= y − s<−1>(s(y − x))

1
= y − s<−1>(s(y)). �
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Definice 26 (Generuj́ıćı matice). Generuj́ıćı matice kódu C má za řádky bázi C. Tedy je-li C dimenze k,
pak tato matice ∈ Tk×n.

Důsledek 13 (O ekvivalentńım kódu s generuj́ıćı matićı tvaru (I|B)). Pro každý kód C existuje ekvivalentńı
kód takový, že jeho generuj́ıćı matice má tvar (Ik|B). Takový tvar nazýváme standardńı formou generuj́ıćı
matice.

D̊ukaz. Gaussova eliminace zachovává bázi, dále můžeme přepermutovat sloupce, aby to vyšlo (máme zaručeno
rank(gen. matice) = k z bázovitosti). �

Poznámka (Použit́ı generuj́ıćıch matic pro kódováńı). Chceme pro zprávu z ∈ Tk nějaké zakódováńı do C,
tedy bijekci Tk a C.
Zprávu z zakódujeme jako AT z, kde A je generuj́ıćı matice kódu. Zjevně AT z ∈ S(AT ) = R(A) = C.
Dále syndrom s s matićı S muśı splňovat s : Tn → Tn−k, S ∈ Tn−k×n, rank(S) = n − k, ∀x ∈ C : s(x) =
Sx = 0.
Možná volba S = (−BT |In−k), potom SAT = −BT Ik + IkB

T = BT −BT = 0.

Definice 27 (Duálńı kód a kontrolńı matice).
Duálńı kód k lineárńımu kódu C je C⊥ := {y : yTx = 0∀x ∈ C}.
Kontrolńı matice kódu C je generuj́ıćı matice duálńıho kódu C⊥.

Poznámka (Shrnut́ı kód̊u a vysvětleńı kontrolńı matice). Je-li A = (Ik|B) generuj́ıćı matice C, pak A⊥ =
(−BT |In−k) je kontrolńı matice.
Zároveň tato matice se nazývá kontrolńı, jelikož x ∈ C ⇔ A⊥x = 0

Tvrzeńı 7. Je-li A⊥ kontrolńı matice lineárńıho kódu C, pak d je minimálńı počet lineárně závislých sloupc̊u
A>

D̊ukaz. d = min # nenulových symbol̊u x ∈ C, x 6= 0. x ∈ C ⇔ A⊥x = 0, sloupce A⊥ vybrané nenulovými
složkami x jsou lineárně závislé. �
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Pozorováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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