Poznamky - kombinatorika a grafy II
Petr Chmel, ZS 2018/19

Definice 1 ((Nejvétsi) parovani). Parovani M v grafu G = (V, E) je M C E takové, ze kazdy vrchol v € V
je obsazen v nejvyse jedné hrané e € M.
Daéle M je nejvétsi, pokud mé nejveétsi pocet hran ze vsech parovani v G.

Definice 2 (Stiidavd cesta). Stiidava cesta v grafu G a parovani M je cesta, na niz se st¥idaji parovaci a
neparovaci hrany.

Definice 3 (Volny vrchol). Rekneme, ze vrchol v grafu G' s parovanim M je volny, jestlize neni obsazen v
z4dné pérovaci hrané (tj. hrané M).

Definice 4 (Volnd stiidava cesta). Volna stiidavéa cesta je stiidavéd cesta, kterd zacingd i konc¢i ve volném
vrcholu.

Lemma 1 (Volné stifdava cesta a parovani). Necht G = (V, E) je graf, M je parovéani v G. Potom G
obsahuje volnou stiidavou cestu < M neni nejvétsi parovani.

Diikaz. ,=“: Mam volnou stiidavou cestu. Na ni provedu alternaci, tj. jeji hrany, které byly v parovani, z
parovani vyjmu a naopak. Alternace je opét parovani, navic o 1 vétsi.

»<=*“: Necht M’ je parovani a |M'| > |M]|.

Uvazme M’ U M. Graf H = (V, M’ U M) m4 pouze vrcholy stupné 0,1 nebo 2. Z toho plyne, ze komponenty
souvislosti H mohou byt sudé cykly (liché nemuzou byt, protoze pak by dvé hrany jednoho parovani sdilely
vrchol), samotné vrcholy, hrany v obou parovdnich (,,dvojhrana“) nebo cesty. Zaroven jeding typ komponenty,
pro niz plati, Ze pocet hran z M a M’ nemus{ byt stejny, jsou cesty. Tedy musi existovat (abychom splnili
|M’| > |M|) cesta, kterd zac¢ind i konéi hranou z M’. Tato cesta je navic pro M volnd stiidava, coz ndm
staci. H

Definice 5 (Kytka). Kytka v grafu G s parovanim M je stiidavd cesta sudé délky, kterd z jedné strany
zaCind volnym vrcholem a z druhé strany konéi lichym stiidavym cyklem takovym, ze jedind dvojice stejnych
nepéarovacich hran vychdzi z jediného vrcholu stupné tii (tj. z vrcholu spojujiciho cestu a cyklus).

Lemma 2 (O kontrakci kytky). Necht G = (V, E) je graf, M je parovani, K je kvét kytky.
Potom G ma volnou stiidavou cestu < G.K mé volnou stiidavou cestu.
Navic, volnou stiidavou cestu v G.K lze prevést na volnou stiidavou cestu v GG v linedrnim Case.

Dikaz. ,<“: Mdme G.K, M.K, P na G.K, chci P’ na G.

Mém cestu - pokud P neobsahuje v.k jako vnitini vrchol, pak P’ = P (v.k jako krajni vrchol je jednoduchy
pripad).

Necht tedy v.k je vnitini vrchol P. Pak z jedné strany do v.k vchézi parovaci a vychdzi nepdrovaci hrana.
Diky vlastnostem kvétu jej lze jednim smérem kvét obejit (pfichdzim nepérovaci hranou, tedy musim déle
pokracovat po pérovaci, a déle uz je smér dédn jednoznacné). Zdroven toto zjevné zvlddneme v linedrnim
case.

»,=*: Chci prevést volnou stiidavou cestu P’ v G na volnou stifdavou cestu P v G.K.

Pokud P’ neobsahuje vrcholy kvétu, mam P = P’. Jinak si rozdélim P’ = LM R, kde L je pocdtecni tisek
az do prvniho kvétového vrcholu, R je koncovy usek od posledniho kvétového vrcholu. Jestlize L neobsahuje
stonek, mazu jako P vzit L+stonek, s R muzeme provést totéz analogicky.

Jinak piedpokladejme, Ze L i R obsahujf stonek. Pak necht bez ijmy na obecnosti L obsahuje v € (LUR)NS
nejblizsi ke kvétu (kde S je stonek). Pak jako volnou stiidavou cestu zvolim L (az do v) + cesta po stonku
do kvétu a do vhodného kvétového vrcholu +R. H

Definice 6 (Edmondsuv les a jeho stavba). Edmondsuv les je podgraf G, ktery vznikne prohleddvanim grafu
G s parovanim M tak, ze z volnych vrcholu pustime BF'S, které stiidavé prochdzi neparovaci a parovaci hrany.

Algoritmus 1 (Edmondsuv kytickovy). Vstup: graf G, parovani M.
Vystup: bud’ informace M je nejvétsi, nebo véts parovani M.



1. Pouzitim BFS z volnych vrcholi postav Edmondsuv les.

2. Pokud médm pii¢nou hranu mezi ruznymi stromy na sudych trovnich, mam volnou stiidavou cestu,
tedy ji muzu zalternovat a vratit upraveny graf.

3. Pokud mém hranu na sudé trovni v rdmci jednoho stromu, nasel jsem kytku, takze voldm Edmonds(G. K, M .K).
Pokud nemam v. s. c., konim, M je nejvétsi. Jinak z lemmatu najdu v. s. c. v G a zalternuji.

4. Jinak M je nejveétsi.

Tvrzeni 1 (O Edmondsové kytickovém algoritmu). Edmondstv kytickovy algoritmus spustény na graf G
a parovan{ M dobéhne v ¢ase O(n(n + m)) a najde parovani M’ o jednu hranu vétsi, pokud existuje.

Definice 7 (Perfektni parovani). M je perfektni parovéni, pokud M je parovani a G, M neobsahuje volny
vrchol.

Véta 1 (Tutteova podminka). Necht G = (V, E) je graf, odd(G) := # lichych komponent.
Pak G m4 perfektni parovéni < VS C V(G) : 0odd(G — S) < |S|

Diikaz. ,=*“: Necht G nespliiuje Tutteovu podminku. Pak 35 C V : odd(G — S) > |S|. Pro existenci per-
fektniho parovani by musela Vs € S vychdzet hrana do komponenty liché velikosti, ale komponent je vice
nez vrcholu, tedy G neméd perfektni parovani.

»,<“: Nechf G splituje Tutteovu podminku. Pak |V] je suda.

Provedeme dikaz indukci podle po¢tu nehran G:

Béze: G je uplny - perfektni parovani nalezneme ze sudosti po¢tu vrcholu jednoduse.

IK: G mé alespon jednu nehranu. Z IP: VG’ vytvofeny z G priddnim alespon jedné hrany mé perfektn{
parovani < G’ spliuje Tutteovu podminku.

Trik: definujeme S = {v € V : v je spojen se vSemi zbylymi vrcholy}.

Lehky piipad: G — S mé vSechny komponenty tiplné. Pak mam odd(G — S) < |S|. Pokud m4 libovolnd
komponenta sudou velikost, umime ji sparovat, pokud nemad, sparujeme ji s libovolnym vrcholem ze S. Zbylé
vrcholy po sparovéni vsech lichych komponent sparujeme libovolné mezi sebou (je jich sudé).

Tézky piipad: G — S obsahuje alespon jednu komponentu K, kterd neni uiplnd. Pak K obsahuje vrcholy u, v
nespojené hranou, které v okoli maji w € K. Také existuje € V : {w,z} ¢ F (kdyby neexistovala, pak by
muselo platit w € 5).

Oznacime e; = {u, v}, ea = {w, z}. Vezmeme G; := G +e1, Gy := G+ ey . Ty maji z indukéniho predpokladu
a spliiéni Tutteovy podminky perfektni parovéni - spojeni: hrana muze spojit dvé sudé komponenty, dvé
liché komponenty, lichou a sudou komponentu. Ani jedno z toho Tutteovu podminku nepokazi.

Nyni mame G s My, G2 s Ms. Nyni, pokud e; € M;, pak muzeme za perfektni parovani G vzit M;. Ana-
logicky, pokud es & Ms, pak muzeme za perfektni parovani G vzit Ms. Jinak e; € My, es € My. Pak vezmu
parovani My U My, které mé jako komponenty parovaci hrany, nebo sudé kruznice. Cesta komponentou byt
nemuze, protoze My, My jsou perfektni.

Pokud ey, e3 jsou v ruznych komponentach (nutné kruznicich), slozim péarovéni z M; pro komponentu obsa-
hujici e5 a z My jinde.

Pokud jsou ve stejné komponenté, postavim podle obrézku (TODO). H

Véta 2 (Petersenova). Kazdy 3-reguldrni vrcholové 2-souvisly graf G = (V, E) m4 perfektni parovani.

Diikaz. Ovéiime Tutteovu podminku.
Méjme S C V libovolné. Chci: odd(G — S) < |5|.

1. Kazd4 lichd komponenta v G — S je spojena s S alesponi dvéma hranami - ze 2-souvislosti
2. Kazda licha komponenta v G — S je spojena s S lichym poctem hran - ze 3-regularity

3. Z 1,2: z kazdé komponenty vedou alesponi 3 hrany, a tedy vrcholi S musi byt ze 3-regularity aspon
tolik, co komponent.

H



Grafové minory

Lemma 3 (O kontrahované hrané). Necht G je vrcholové 3-souvisly graf neizomorfni s K4. Potom g obsahuje
hranu e, jejiz kontrakce neporusi 3-souvislost.

Diikaz. Dokazeme sporem: Necht G = (V, E) je 3-souvisly s alespon péti vrcholy a pro kazdou hranu e plati,
ze G.e neni 3-souvisly (tuto ,kriti¢nost® ozna¢ime (x)).

Dokézeme nejprve, ze pokud G splituje (x), pak pro kazdou hranu e = {z,y} existuje vrchol v, takovy,
ze {x,y,v.} je vrcholovy fez a navic z kazdého vrcholu takového fezu vede hrana do kazdé komponenty
G—2—1y—ve.

Protoze G.e nen{ 3-souvisly, m4 fez o pravé dvou vrcholech. Jeden vrchol je v.e, a druhy je v, tedy {x,y, v}
je fez GO. Minimalita fezu nam zarucuje hrany do kazdé komponenty z kazdého vrcholu.

Nyni zvolme e = {x,y} libovolné. K e najdeme z tvrzeni v, tak, abychom minimalizovali velikost nejmensi
komponenty C' v G — x — y — ve.

Necht u € C je soused v, a hrana f = {u,v.}. Pak najdeme D komponentu G — u — v — vp takovou,
ze neobsahuje ani x ani y (z,y jsou v téze komponenté). Pak D obsahuje v’ € C spojeny s u. Ale pak
D c C = |D| < |C| - mdm spor s minimalitou C. B

Tvrzeni 2 (Tutteova charakterizace 3-souvislych grafi). Graf G je 3-souvisly < existuje posloupnost
G1,Gs,...,G, takova, 7e G1 = K4,G,, = GAVYi € [n—1] : G; vznikne z G, kontrakef hrany a navic G; 1
maé vSechny stupné alespon 3.

Diikaz. ,,=“: Plyne z lemmatu o kontrahované hrané a toho, Ze 3-souvislost ndm zajisfuje stupné > 3 po
kontrakeci.

,<="“: Mame posloupnost G1,...,G, ze znéni.

Pro spor: nechf Ji € [n] \ {1} takové, Ze G;+1 neni 3-souvisly a i je nejmensi takovy index. Z toho plyne, ze
G; m4 tez velikosti 2. Pokud {z,y} tvoii fez, tak kazdd komponenty G; — x — y mé velikost alespon 2 (ze
stupniu vrcholt). Tedy po kontrakei libovolné hrany bude {z,y} stéle fezem, tedy G;_; mé Fez velikosti 2,
tedy ¢ neni minimalni, coz je nds hledany spor. H

Definice 8 (Minor grafu). Nechf G, H jsou grafy. Pak fekneme, Ze H je minor G, znateno H < G, pokud
lze H ziskat z G postupnou aplikaci operaci odebirani hran, odebirani vrchola, kontrakei hran.

Pozorovani (Minor a podgraf). Kazdy podgraf je minor.
Pozorovani (Tranzitivita minority). Operace ,,=“ je tranzitivni.
Definice 9 (Rovinny graf). Graf G je rovinny, pokud m4 nakresleni g a kazd4 sténa v g je uzavien4.
Fakt 1 (Rovinnost a minory). Pokud je G rovinny, pak i vSechny jeho minory jsou rovinné.
Véta 3 (Kuratowského-Wagnerova). Pro graf G jsou ndsledujici tvrzen{ ekvivalentni:
1. G je rovinny
2. G neobsahuje déleni K5, K33
3. G neobsahuje K5 ani K3 3 jako minor

Diitkaz. 1= 2: K5, K3 3 nejsou rovinné

1 = 3: z faktu

3 = 2: déleni H obsahuje H jako minor.

3 = 1: indukci podle poétu vrcholt.

Béze: grafy s nejvyse 4 vrcholy, které lze rovinné nakreslit trividlné (vezmu tplny graf a odstranim hrany
navic).

Necht |V| > 5, G neobsahuje K3, K3 3 jako minor. Zadefinujeme stupen souvislosti grafu jako k, a rozdélime
na pripady.

Pokud k, = 0, rozdélime na komponenty, které umime z IP nakreslit a nakreslime.

Pokud k, = 1, mame artikulaci, takze rozdélim na komponenty, ty nakreslim z I P a pak zdeformujeme nebo

3



provedeme projekci na projektivni rovinu.

Pokud k, = 2, mé& G fez {z,y} velikosti 2. Vezmu komponenty zvl4st a mezi z a y vlozim hranu do kazdé
komponenty a z IP nakreslim. Zaroven tim nevytvoifim minor K5 nebo K3 3, protoze piidand hrana je vlastné
jen zkraceni cesty z x do y pies jinou komponentu.

Opét ddm na kouli a promitnu, protoze = a y sdili sténu. Pak zdeformuji dle libosti.

Posledni pripad: k, = 3: G je 3-souvisly. Z lemmatu o kontrahované hrané najdeme e : G.e = G’. Z indukéniho
predpokladu: G’ je rovinny (bez zakdzanych minort). Uvazime G” = G’ —v, = G —x —y. Oznacme F, sténu
odpovidajici vrcholu v,.

G" je rovinny, 2-souvisly s nakreslenim ¢g” a sténou Fe. Oznac¢ime C vrcholy hranice stény F, a zpozorujeme,
ze C je kruznice z usatého lemmatu, navic N(z) \y C C,N(y) \« C C.

Opét rozdélime na piipady: |N(z) N N(y)| > 3. Pak mame déleni, a tedy i minor, K.

Méjme a1 # a2 € N(z),b; # by € N(y) na C v pofadf aq,b1, az, ba. Pak mdme déleni K3 3.

Jinak nenastdvéd ani jeden z pfedchozich piipadu. Pak N(z) = {a1,...,an}, N(y) = {b1,...,b;}. Pak
ai,...,a, déli C' na vrcholové vnitiné disjunktni cesty P;. Z predchoziho N(y) C P; pro néjaké i € [n],
coz lze vse dokreslit jednoduse. H

Kresleni grafii na plochy

Definice 10 (Homeomorfismus). Bijekce f : X — Y je homeomorfismus, pokud f i f~! jsou spojité.
Fakt 2 (Homeomorfismy a rovinna nakresleni). Homeomorfismy zachovavaji rovinnd nakresleni.
Definice 11 (Plocha). Plocha je kompaktni souvisld dvojrozmérnd varieta bez hranice.

Definice 12 (Dvojrozmérnd varieta bez hranice). Dvojrozmeérnd varieta bez hranice je cosi, pro coz plati,
7e kazdy vrchol mé okoli, které je homeomorfni okolf bodu v R2.

Pozndmka (Operace s plochami). Muzeme pfidat ucho, nebo kfizitko.

Poznamka (Znacen{ ploch). Pro g € Ny necht X, je plocha vznikl ze sféry piiddnim g uch. Nazgvame ji
orientovatelnou plochou.
Pro g € N necht II, je plocha vznikld ze sféry priddnim g krizitek. Nazyvame ji neorientovatelnou plochou.

Fakt 3 (Déleni ploch). Kazda plocha je homeomorfni jedné z ¥, IT;.
Fakt 4 (O vzniku ploch). Pfiddnim &k > 0 usf a [ > 1 k¥izitek vznikne plocha gk,

Definice 13 (Nakreslen{ grafu). Nakreleni{ grafu > G = (V| E) na plochu T' je zobrazeni ¢ takové, ze
kazdému vrcholu v € V piitadi bod ¢(v) € T', kazdé hrané e € F prifadi kiivku ¢(e) C T spliiujic

LVr,yeV:z#y= ) #e(y)
2.Ve,feR:e# f=yple)np(f)={elx):zcen f}
3. Vee EYveV:veE& o) € ple).

Definice 14 (Sténa nakresleni). Sténa nakresleni ¢ na plose I' je topologicky souvisla komponenta I'\ ({ p(e) :
e€ EYU{p() :veV}).

Definice 15 (Buiikové nakreslen{). Nakresleni je bunikové, pokud kazd4 sténa je homeomorfni otevienému
kruhu.

Fakt 5. Nakresleni G na sféru je buitkové < G je souvisly

Definice 16 (Eulerova charakteristika plochy). Eulerova charakteristika plochy I' je x(I') = 2—g proI' = II,
nebo x(I') =2 —-2g proI' = %,

Véta 4 (Zobecnéné Eulerova formule). Necht mdme nakresleni G = (V, E) na plochu T, které m4 s stén.
Pak |V| — |E| + s > x(T"). Navic plati rovnost, pokud je nakresleni bunkové.
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Drikaz. Pro plochy ¥, podobné jako Eulertv vzorec.

Ukézeme rovnost pro plochy Il;, g > 1: indukei podle g.

Béze: 0 kiizitek - plati Eulerova formule pro rovinné grafy (X,).

Jinak méjme I' = I, : g > 1. Oznacme si v(g) = |V(G)],e(G) = |E(G)|, s(G) = # stén, L(G) = v(G) —

e(G) + s(G).

Necht existuje kiizitko K, do néhoz vede n > 1 hran (pokud n = 0, nakresleni nen{ buikové).

Vytvoiime G’ z G podrozdélenim kazdé z n hran na 2 vrcholy (pfed a za kiizitko).

Pak v(G") = v(G) + 2n,e(G") = e(G) + 2n, s(G') = s(G), tedy L(G’) se neméni.

Vytvoiime G’ z G’ spojenim ,sousednich® vrcholu vzniklych v G’ do stény kolem kiizitka. Pozor: pokud

méme jednu hranu, musime je$té podrozdélit, aby nevznikl multigraf.

Pak v(G") = v(G'),e(G") = e(G') + 2n,s(G") = s(G') + 2n, tedy L(G") se stéle nemeéni.

Nakonec vytvoiime G’ z G” umazdnim vseho uvnitf nové (v G”) stény. Pak v(G") = v(G"),e(G") =

e(G") —n,s(G") =s(G") —n+1, tedy L(G"") = L(G) + 1 a z IP pro plochu s g — 1 kiizitky vse funguje.
H

Dusledek 1 (O omezeni poc¢tu hran nakreslitelného grafu). Kazdy graf nakresleny na plochu I splni |E| <
3|V = 3x(I).

Diikaz. Vime, 7e s < 2Bl = |v| — [E| + £l > \(1) = |E| < 3|V| - 3x(D). &

Tvrzeni 3 (Omezeni stupné vrcholu nakreslitelného grafu). Necht I' # % je plocha a g je nakresleni G na

54 /49 — 24X(F)J
5 .

I". Potom G obsahuje alesponi jeden vrchol stupné nejvyse {

Dukaz. Pokud x(T') = 1: z odhadu % <6— GT“ET) mdme, zZe prumérny stupen je ostfe mensi nez 6, a tedy
existuje vrchol stupné maximalné 5.

Pokud x(T') = 0: z odhadu % <6- 676‘9;) mame, ze prumérny stupen je < 6, a tedy existuje vrchol stupné
maximalné 6.

Jinak x(T') < 0: minim&ln{ stupen je < |[V|—1. Mdme tedy dva odhady, které chceme néjak spojit dohromady:
(@) = V] =1=6— 3 = 5(G) = 6 — 5255 = 0%(G) +6(G) = 6(5(G) + 1 — 6x(I'). Vysledkem je vyse
zminéna nerovnost. &

Algoritmus 2 (Lepsi hladovy algoritmus pro barveni grafu). 1. Uspofadej vrchol 1...n postupnym od-
trhdvanim vrcholu nejmensiho stupné

2. Piifad’ barvy vrcholii hladové od konce

7+ /49 — 24x(T
Véta 5 (Heawoodova formule). Pokud I' # 3, tak V graf G nakresleny na I' md barevnost \‘ + 5 X( )J .
Poznamka (Znaceni maximélniho a minimdlniho stupné). A(G) je maximalni stupen vrcholu grafu, 6(G)
je minimalni{ stupen.

Definice 17 (k-degenerovanost). Graf je k-degenerovany, pokud VH C G : §(H) < k.

Definice 18 (k-degenerovanost). Graf je k-degenerovany, pokud existuje uspofddani vrchola wvy,..., v,
takové, ze kazdy vrchol méa maximélné d sousedu s mensim indexem.

Lemma 4 (Ekvivalence definic k-degenerovanosti). Obé definice k-degenerovanosti jsou ekvivalentni.

Diikaz. Def 1 = def 2: Poradi ziskdme postupnym odtrhavéanim vrcholu stupné < k.
Obména: —~def 1 = —def 2: Nechf H m4 Vo : deg(v) > K. Pak neexistuje uspofddani V (H) pro definici 2:
posledni vrchol nemuze splnit podminku stupné. H

Lemma 5 (O maximdlnim stupni). Necht G je souvisly graf takovym ze 6(G) < A(G). Potom x(G) < A(G)
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Dikaz. Tvrdime, ze G je (A — 1)-degenerovany a obarvime hladové.
Necht H je podgraf G: H # G,3V € V(H) : Jz € V(G) : x € V(H) : {v,z} € F(G) = deguv < A(G)—1 =
méam hledany vrchol, ktery muzu obarvit. =]

Véta 6 (Brooksova). Nechf G je souvisly, neni tiplny a nenf lichd kruznice. Potom x(G) < A(G).

Diikaz. Mém G souvisly, ktery nenf viplny a nenf lichd kruznice. Mame-li A(G) < 2, jednd se o cestu nebo
sudou kruznici, a tedy obarveni pracuje spravné.

Dale predpoklddejme A(G) > 3, kde k, oznacime jako stupen souvislosti G.

Pro k, = 1: mam artikulaci. Rozdélim na dva mensi grafy G, G, které se dotykaly pfes artikulaci. Nyni
nutné 6(G1) < A(G1),5(G2) < A(G2). Z lemmatu o maximdlnim stupni muzeme obarvit a poté piipadné
barvy prepermutovat.

Nyni uvazme k, = 2. Pak mam vrcholovy fez {x,y}, ktery mi déli graf na dvé komponenty (muze na vic,
ale ja si je pak muzu trosku popfepojovat). Z lemmatu o maximdlnim stupni mam opét obarveni obou
komponent by, by pomoci maximalné A(G) barev. Pokud by (z) = b1(y), b2(z) = ba(y), staci pFepermutovat.
Stejné tak v pripadé by (z) # b1(y), ba(x) # b2(y) muzu piepermutovat.

Zbyvé piipad bi(x) = bi(y),ba(x) # b2(y) a neexistuji obarveni spliujici vyse. Pak degg, (z) > A(G) —
1,degg, (y) > A(G) — 1 - jinak bych mohl pfebarvit na situaci b. OvSem pak z,y maji stupné v G2 < 1, a
tedy mohu piebarvit v Ga tak, ze ba(z) = ba(y). A protoze A(G) > 3, dochdzime ke sporu, tedy tato situace
nenastane.

Jinak méjme k, > 3. G je souvisly a nenf uplny, tedy existuji z,y,z € V : {z,2} € E,{y,2} € E,{z,y} € E.
Pak uspofddam vrcholy tak, ze v1 = z,v2 = y,...,vy| = z a vrcholy vs, ..., v,_1 maji vidy alespoil jednoho
souseda vpravo, tedy madme A(G) — 1 degenerovanost na vSech vrcholech kromé z. Hladovym algoritmem
obarvim vy, ..., v,—1 pomoci A(G) barev. Pak obarvim i v,, = z. Ten sice muze mit stupeni A(G), ale soused{
s = a y, které oba dostanou barvu 1, a tedy lze i posledn{ vrchol obarvit A(G) barvami. 2]

Definice 19 (Hranové obarven{). Funkce f : E — B je hranové obarveni grafu G = (V, E), pokud libovolné
dvé hrany sdilejici spolecny vrchol nemaji stejnou barvu.

Definice 20 (Hranovéd barevnost). Hranovd barevnost grafu G = (V, E) je nejmens{ k& € N : 3 hranové
obarveni f : E — B : |B| = k.

Véta 7 (Vizingova). Kazdy graf G(V, E) ma x.(G) < A(G) + 1.

Diikaz. Sporem: necht existuje G : x.(G) > A(G) + 1.

Bud H nejvétsi podgraf hranové obarvitelny A(G) 4 1 barvami, a b je takové obarvend.

Oznacime ey = {x,yo} libovolnou neobarvenou hranu.

O barvé w fekneme, 7e je volné ve vrcholu v, jestlize Ve € F : v € e = b(e) # w. Necht e; = {z,y1},..., e, =
{z,yx} je maximdlni posloupnost navzdjem ruznych hran takovd, ze b(e;+1) je volnd u y;Vi € [k — 1] U {0}.
Jako barvu « si oznac¢ime barvu, kterd je volnd u x. Jako 8 si oznac¢ime barvu, kterd je volna u yg.

Pokud « = 3, jsme schopni provést ,akci Kulovy blesk“: b(er) = a, pro 0 < i < k : b(e;) = barva volnd u
Yi+1 a mame spor s maximalitou. Jinak je 5 pouzitd k obarveni hrany e; = {z,y;},j € [k — 1]. Oznacime
7 = b(e;).

Jako Hg, oznacime podgraf H, ktery obsahuje pouze hranami barvy 8 nebo 7.

Zpozorujeme, ze Vv € V(Hg,) : degy, (v) < 2 a navic plati-li rovnost, jedna hrana ma baru 8 a druhd ~.
Totéz plati pro H,z. Komponenty H,s jsou pouze kruznice a cesty. Navic degHaﬂ (yr) = 1, a tedy je zac¢dtkem
cesty. Oznacime P komponentu (cestu) H, g obsahujici yi. Pokud druhy konec této cesty neni y;, pak muzeme
cestu barevné zalternovat a prevedeme na predchozi ptipad.

Jinak méjme konec cesty na y;. Pak je v y; § volna barva, a tedy y1 = y;—1, a miZeme zalternovat a
prebarvit. H

Definice 21 (Perfektni graf). Graf G = (V, E) je perfektni, jestlize VH indukovany podgraf G plati x(H) =
w(H).

Definice 22 (Rozlehld nezavisld mnozina). Rozlehld nezdvisld mnozina v G je nezdvisld mnozina I C V(QG)
takova, ze kazda klika velikosti w(G) obsahuje (alespor) jeden vrchol v € I.
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Lemma 6 (Perfektnost a rozlehlé nezdvislé mnoziny). G je perfektni < V indukovany podgraf H C G
obsahuje rozlehlou nezavislou mnozinu.

Dikaz. ,,=“: rozlehld nezdvislda mnozina je jedna barevnostni tfida w(H )-obarveni.

»&“: Vytvoifme posloupnost G1 = G, G ..., G () takovou, ze G = G;—1 \ RNM(G;_1) pro 1 <i < w(G).
Timto nutné pokryjeme vsechny kliky: v kazdém kroku se velikost nejvétsi kliky snizi pravé o 1, a navic
jednotlivé odebrané mnoziny jsou nezdvislé mnoziny, a tedy je muZeme pouzit jako jednotlivé barevnostni

tridy. @

Definice 23 (Nafouknuti vrcholu na kliku). Z vrcholu v udéldm kliku, N(v) jsou spojeni se vSemi vrcholy
kliky.

Lemma 7 (O perfektnosti nafouknutého grafu). Necht G je perfektni a G’ vznikl nafouknutim vrcholu z G
na kliku. Pak G’ je perfektni.

Dikaz. ,,<*: z definice: G je indukovany podgraf G'.

»,=“: indukei podle poctu vrcholti: (bdze: |V| =1 - trividlni)

Mém G perfektni, chci G’ perfektni. Ozna¢me si nafouknuty vrchol v (budeme nafoukdvat jen na 2-kliku,
druhy vrchol bude v').

Uvazme libovolny indukovany ostry podgraf G’. Ten je bud izomorfni podgrafu G, nebo jej lze ziskat na-
fouknutim vrcholu v na néjakém indukovaném ostrém podgrafu G. Tedy ndm staci ukdzat, ze x(G') < w(G)
(rovnost plyne z toho, ze barevnost nemuze byt mensi nez klikovost).

Pokud v je v G v maximéln{ klice, pak tuto nejvétsi kliku nafouknutim zvétsime, a tedy w(G) —1 = w—(G’).
Tedy v’ obarvime novou barvou.

Jinak v neni v G v maximéln{ klice. Pak w(G’) = w(G). Z pFedpokladu umime obarvit vsechny vrcholy kromé
v'. Muzeme obarvit cely graf az na v’. Potom uvdzime t¥{du barevnosti C[v] \ {v}. Graf G\ (C[v] \ {v}) ma
klikovost ostfe mensi, pfesné o 1, navic se jednd o indukovany podgraf. Tedy muzeme ho obarvit w(G) — 1
barvami. Poté ovsem muzeme piidat (C[v]\{v})U{v'} jako dalsf tF{du barevnosti, a tfm mame w(G)-obarveni,
coz jsme chtéli. |

V(G|
alG)

Lemma 8 (O barevnosti a nejvétsi nezdvislé mnoziné). Pro graf G plati: x(G) >

Véta 8 (Slaba véta o perfektnich grafech). G je perfektni < G je perfektni (G je doplnék G)

Diikaz. ,=“ - sta¢i jeden smér. Budeme dokazovat sporem.

Necht G je perfektni, G’ nenf perfektni a G je nejmensi takovy. Z definice tedy 3H C G : x(H) > w(H),

navic z lemmatu H nemd rozlehlou nezdvislou mnozinu. Z toho, ze G je nejmensi protipiiklad plyne H = G.

Tedy pro kazdou nezévislou mnozinu I v H existuje klika |Q| = w(H) neobsahujici vrchol I = V kliku Q¢

v G existuje nezdvisld mnozina |I| = a(G) neobsahujici vrchol kliky Q.

Necht Q1,...,Q; jsou viechny kliky v G a Iy, ..., I; jsou maximdln{ (tj. velikosti a(G)) nezavislé mnoziny

takové, ze I; jsou disjunktni s @Q;.

Vytvoiim funkci f: V(G) = Ng : f(v) = |{I; : v € I;,i € [t]}]

Pak pretvoiime G do G* tak, ze kazdy vrchol v € V(G) nafoukneme do kliky o velikosti f(v). Pokud f(v) =0,

vrchol smazeme.

7 lemmatu o perfektnosti nafouknutého grafu mame, ze G* je perfektni, pak muzu I; rozdélit disjunktné.

V@ V(G al(G) -t

—a(GY) a(G) a(G¥)

G* je perfektni, tedy x(G*) = w(G*), ale t > w(G*). Necht Q* je nejvétsi klika v G*: ta vznikla nafouknutim

Q; v G tedy |Q*| = > fle)= > {Li:vel,ieft]}|<t—1=t<t—1= spor. B
TEQ z€Q

Z lemmatu o barevnosti a nejvétsi nezavislé mnoziné: x(G*)

Definice 24 (Chordélni graf). Graf G = (V, E) je chordélni, pokud neobsahuje indukovanou kruznici délky
> 4.

Definice 25 (x,y-fez). Pro graf G a dva ruzné vrcholy z,y € V(G) fekneme, ze R C V(G) je z,y-Tez,
pokud z a y jsou v riznych komponentiach G — R.



Lemma 9 (Chordalni graf a klikovy z, y-fez). Graf G = (V, E) je chorddlni < Pro kazdé dva ruzné nesou-
sedni vrcholy z,y existuje v G x, y-fez, ktery je klika.

Diikaz. ,,<* obménou: Necht G neni chordalni, tedy necht C je indukovana kruznice délky > 4. Déle necht
u,v € C jsou nesousedn{ vrcholy (libovolné). C' obsahuje 2 vnitiné disjunktni cesty z u do v, tedy u, v-fez
musi obsahovat alespon 2 nesousedni vrcholy z C, tedy zadny u, v-fez neni klika.

»,=“: Necht G je chorddlni, z,y € V(G) jsou nesousedni vrcholy. Vezmu nejmens{ x,y fez R. Tvrdim, 7e R
je klika, coz ukazeme sporem.

Necht v R jsou u, v nesousedni vrcholy. Oznac¢ime G, G, jako komponenty Fezu obsahujici z, y. Z minimality
fezu maji vrcholy u, v kazdy alespoi jednoho souseda v G i G.

Necht P, je nejkratsi cesta z u do v, jejiz vnitin{ vrcholy jsou v grafu G,. Analogicky vytvorime P,.
Potom P, U P, je indukovand kruznice v G délky alesponi 4. Tedy G nenf chordalni, a tedy R musi byt klika,
coz bylo dokazati. 23]

Definice 26 (Simplicidlni vrchol). Vrchol x v grafu G je simplicidlni, pokud N(z) tvoii kliku v G

Lemma 10 (Chordéln{ graf obsahuje simplicidln{ vrchol). Kazdy chorddln{ graf s alespori 1 vrcholem obsa-
huje simplicidlni vrchol.

Diikaz. Dokéazeme silnéjs{ tvrzeni: kazdy chorddlni graf je bud’ plny, nebo obsahuje dva nesousedni sim-
plicidln{ vrcholy. Dokdzeme indukef podle poétu vrcholii neprézdného chordélniho grafu G = (V, E).

Béze: V| =1: G je uplny.

Indukéni krok: necht |V| > 2 a g nenf tiplny. Pak mé&me z,y nesousedni vrcholy. Z lemmatu o klikovém
x,y-fezu méme z,y-fez R, ktery je klika. Pak méjme komponenty G, G,. komponenty G — R obsahujici =
a y.Déle G}, G} jsou grafy indukované G, U R, Gy U R.

Na G, G} aplikuji indukei. Navic tvrdim, ze G, G} obsahuje simplicidlni vrchol s, s, nepatfici do R.

7 indukce mam, ze G je tplny, nebo méa dva nesousedn{ simplicidln{ vrcholy. Pokud je tplny, beru
sz € V(G;) libovolné. Jinak méa dva nesousedni simplicidlni vrcholy, a tedy jeden z nich neni v R z kli-
kovosti R. Analogicky s, s G;j a mam dva hledané nesousedni simplicidlni vrcholy sz, sy. H

Definice 27 (Perfektni eliminaéni schéma (PES)). Perfektni elimina¢ni schéma (PES) grafu G = (V, E) je
usporaddni vrcholu do posloupnost x4, xa, ..., 2, : n = |V/|, kde pro kazdé i € [n] plati, ze z; je simplicidln{
v podgrafu G indukovaném vrcholy {z1,...,x;}.

Véta 9 (PES a chordalita). Graf G je chorddlni & G mé PES.

Diikaz. ,=“: Indukef podle |V|:

Béze: [V|=1:a1 =v

IK: |V| > 1: Jako ajy| volim libovolny simplicidlni vrchol a PES(G — v) bude (ay,...,ajy|—1) z IP.

»<“: Sporem: necht G m4 indukovanou kruznici C' délka alespoii 4, a 1, ..., T, je PES(G) a x; je nejpravéjsi
vrchol C v PES. Pak z; nespliuje podminku simpliciality, tedy 1, ..., z, neni PES, a médme kyzeny spor. H

Dausledek 2 (Dusledky PES a chordality). 1. Pro G lze v polynomidlnim ¢ase zjistit, zda je chorddlni
2. Pro chorddlni G lze v polynomidlnim case zjistit w(G)
3. Pro chordalni G lze v polynomidlnim case zjistit x(G)
4. Pro chorddlni G lze v polynomidlnim ¢ase zjistit a(Q)
5. Pro chorddlni G plati x(G) = w(G)

Definice 28 (Hamiltonovsky graf). Graf G je hamiltonovsky, pokud obsahuje kruznici prochézejici vsemi
vrcholy G.

Véta 10 (Bondy-Chvétalova). Nechf G = (V, E) je graf, |[V| = n,z,y jsou nesousedn{ vrcholy = # vy
takové, ze degq(z) + degn(y) > n. Necht G := (V, EU {{z,y}}). Potom G je hamiltonovsky < G+ je
hamiltonovsky.



Dukaz. ,=*: trivialni - pfiddvam hranu.

»<“ G ma hamiltonovskou kruznici C. Pokud {z,y} € C, mame hotovo.

Jinek necht {z,y} € C. O&islujeme vrcholy z1,...,z, podle pofadi na C : z = x1,y = Ty.

Tvrdime, ze 3i € [n — 2]\ {1} : {z, 211} € E, {y,z;} € E.

Zadefinujeme I, = {i € {2,....,n — 2} : {z, 2,01} € E}, I, = {i € {2,...,n -2} : {y,;41} € E}.
Vime, ze |I,| = degg(z) — 1,|I,| = degg(y) — 1 = || + |Iy| = degg(x) + degg(y) < n — 2 a navic
I, UL, < n—3, atedy I, NIy # 0. Pak muzu vytvofit novou kruznici C’ pro i € I, N1, : C' =

(C\ =z v} {zi, 21} ) U {z 2 b {y, 2} }- H
Definice 29 (Multigraf). Multigraf je G = (V, E), kde V je mnozina vrcholt a E je multimnozina (‘2/) uv.
Definice 30 (Most). Hrana je most, pokud jejim odstranénim stoupne poécet komponent souvislosti.

Definice 31 (Kontrakce hrany na multigrafu). Pro multigraf G = (V, E) znacime multigraf G//e vznikly
kontrake{ hrany e. Pokud e je smycka, uvdzime G/e = G — e.

Definice 32 (Univerzélni polynom). Univerzalni polynom grafu G definujeme jako Ug(z,y, «, o, T), pfitemz
Ua(z,y,a,0,7) = /YOI pokud G neméd hrany, Ug(z,y, o, 0,7) = - Ug—e(x, y, a, 0, 7), pokud e je most,
Us(z,y,a,0,7) =y - Ug—e(z,y,,0,7) pokud e je smycka, Ug(z,y,,0,7) = 0 - Ug—e(2,y,,0,7) + 7 -
UG/e(xa Y, «,0, T)'

Definice 33 (Hodnost a nulita grafu). Pro multigraf G = (V, E) definujeme:
e k(G) := # komponent G
e hodnost (rank) r(E) := |V| — k(G)
o nulitu n(E) := |E| — r(E)

Definice 34 (Tuttetuv polynom). Tuttetv polynom multigrafu G = (V, E) je polynom v proménnych z,y:
To(z,y) =Y pep — 1)T(R)—T(F) (y — 1)n(F)

Tvrzeni 4 (Tuttetv polynom a pocet koster). Necht G je souvisly multigraf. Potom T (1, 1) je pocet koster
G. (pro tento pifpad definujeme ,,0° = 1%)

Dikaz. Tg(1,1) = 3 07(BE)=r(F) . gn(F) — 4 koster: r(E) — r(F) = 0 je-li F souvisld a n(F) = 0 je-li f

FCE
acyklicka. H

Tvrzeni 5 (O dvou téméf nesousednich multigrafech a Tutteové polynomu). Necht Gi = (Vi, E1), Gy =
(Va, E3) jsou multigrafy spliujici |[V; N'Va| < 1A |Ey N Es| =0.
Potom TG(SE, y) = TGl (iC, y) : TG2 (.’E, y)

Dukaz. VF Q E1 UEQ : EFl Q El,FQ g EQ : F1 UF2 = F,Fl QFQ = (Z)
Pak r(F) = r(Fy) + r(F),n(F) = n(Fy) + n(F).
Tedy Ta(z,y) € 3 (x— 1) POy — 1)) = ¥ 5 (z = 1)@ 7E(y — 100 = 5 (2 -
FCE F1CE; FoCE> FCEy
1)T(E1)—T(F1)(y — 1)n(F1) S (- 1)T(E2)—T(F2)(y — 1)n(F2) =Ta, (z,y) - Ta, (z,y). B
FyCE>
Diisledek 3 (Tuttetav polynom a most). Pokud e je most G, pak Ta_c(z,y) = T e(w, )

Véta 11 (Vypocet Tutteova polynomu). Nechf G = (V, E) je multigraf. Potom Tg(z,y) je jednoznaéné
uréen pomoci rovnosti:

e Pokud E=0:Tg(z,y) =1

e Pokud E# ) Ae € E je most: Tg(z,y) = 2Ta—c(2,y) = 2T c(x,y)

e Pokud E # ) Ae € E je smycka: Tg(z,y) = yTa—o(z,y) = YT e(x,y)

e Pokud E # 0 Ae € E je normalni hrana: Tg(z,y) = Ta—c(z,y) + Ta/e(z,y)
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Dikaz. To(x,y) = ¥ (x—1)7 B =) (y_1)n(F) P2 52 (o _yr@=r(F) (y 1)) S (g
FCE FCE,edF FCE,ecF

1)rE) =) L (y _ yn(r) omacmsmy

Kdyz e neni most, s1 = Tg—e(z,y)

Kdyz e je most, s1 = (x — 1)Tg—c(z,y)
Kdyz e neni smycka, so = T /c(z,y)
Kdyz e je smycka, so = (Y — 1)Tg /e (7, y)

H

Véta 12 (Recipe theorem). Necht G je multigraf. Pokud je splnéno o # 0,7 # 0, plati .G(z,y,®,0,7) =
oK (@) gn(E) pr(B) | Ty, (a2 u),
Jinak

o Ug(z,y,a,0,0) = oV @Olgn(E) _|(E)x"(E)y{E) kde I(E) := # smycek

o Us(z,y,0,0,7) = oK (G FPC) r(E)=P(G) g P(G)yn(E) kde P(G) := # mostit
Diikaz. Pokud E = 0, tvrzeni plati: o!Vl = o (&),
Pokud G ma m mosti, [ smycek, k komponent a 0 normélnich hran:

e . axr Yy axr\™ [y\! L.
Ug =" ma™y". r(E) =m,n(E) =1,T¢ (—, 7) = (—) . (f) . Po dosazeni vyjde rovnost.
T o T o

Pokud e je normdlni hrana: K(G) = K(G —e) = K(G/e),r(G —e) = r(G),n(G —e) = n(G) — 1,r(G/e) =
r(G) —1,n(G/e) = n(QG).
Po rozepsani (TODO) vyjde. B

Definice 35 (Chromaticky polynom). Chromaticky polynom multigrafu G = (V| E) je funkce Chg(b) :
Ny = Ny : pro b € Ny je Chg(b) rovno poctu ruznych obarveni pomoci b barev.

Véta 13 (O chromatickém a Tutteové polynomu). Pro kazdy multigraf G = (V, E) plati: Chg(b) = b5(@) .
(1)) - Tg(1 - b,0).

Diikaz. Zvolfmea:b,y:O,x:1—%,0:1,7’:71. H

. s ’ . s~ 2 7’ /. ~ 7
Definice 36 (Formalni mocninnd fada). Posloupnost ag + a1z + asz® + ... nebo ano anx™ redlnych cisel
je formalni mocninnd fada.

Pro A(z), B(z) € R[[z]] : A(z) + B(z) = 32, 5o(an +bn)2"™, A(x) - B(z) = 32, 50 ™ & cn = [[1g @ibn—i-

Fakt 6 (Vlastnosti mnoziny formélnich mocninnych rad). R[[z]] je komutativni okruh i vektorovy prostor
s neutralnimi prvky 0 ke s¢itani a 1 k nésobeni.

Definice 37 (Pievracend hodnota formalni{ mocninné fady). Prevricend hodnota formélni mocninné rady
A(x) € R][x]] znacend ﬁ nebo A~1(x) je formalnf mocninna fada B(z) € R|[[z]] takova, ze A(z)-B(z) = 1.

Tvrzeni 6 (O existenci pfevracené hodnoty formaln{ mocninné fady). Necht A(z) = > -, an2z” je formalni
mocninnd fada. Potom A~!(z) existuje < ag # 0. Navic, pokud existuje, je uréena jednoznaéné.

Dikaz. Hleddme B(x) takovou, ze A(x) - B(z) = 1.

— -1 _ -
boas . A obecné b,, = (@b .+ anbo_
ag ag

Z toho plyne jednozna¢né urceni prave tehdy, kdyz ag # 0. H

Vidime, ze agbg = 1 = by = ailo Dale agb1+bga; = 0= by =

Definice 38 (Derivace formdlni mocninné fady). Pro A(z) =}, -, anz™ € R[[n]] definujeme derivaci A(z)
znacenou f-A(z) = > >0 @nt1 - (n+ 1)z™.

Definice 39 (Obycejnéa vytvorujici funkce). Necht A je mnoZina, jejiz kazdy prvek a € A ma definovanou
velikost |a| € Ny a navic plati, ze Vn € Ny je v A jen koneéné mnoho prvki a € A : |a| = n. Potom oznacime
A, ={a€ A:la| =n}, a, = | Al

Potom obycejna vytvotujici funkce A je formalni mocninnd fada: OVF(A) = 3" - anz™
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Pozorovani (O obecnych vytvorujicich funkeich). Pokud A, B jsou disjunktni, pak OVF(A U B) = OVF(A)+
OVF(B).

Definice 40 (Exponenciélni vytvorujici funkce). Necht A je mnozina spliujici
e Vac A:V(a) CNA|V(a)] < o0
e VVCN:|V|<ow:{ae A:V(a) =V} <
e VWIWCN:|V|=|W|<o:|{acA:V(a) =V} =/{acA:V(a) =W}

o0 n
Potom exponencidln{ vytvorujici funkee pro A je EVF(A)= " anx—', kde a,, = |[{a € A:V(a) = [n]}|.
n=0 n:

Tvrzeni 7 (Vlastnosti exponencidlnich vytvoiujicich funkef). Necht A(z) je EVF(A) a B(x) je EVF(B).
e Pokud AN B =), pak A(z) + B(z) = EVF(AU B).
o A(x) - B(z) = > cp - %, pak ¢, = # uspofddanych dvojic (a,b) : a € A,b € B,V(a) NV (b) =
0,V (a)UV(b) = [n]
o AF(z) = Y dn - 7, kde d,, = # usporddanych k-tic (a;)f_; takovych, ze Vi # j € [k] : a; Na; =
0,Ui-s 0 = ]
e Pokud Va € /l} : V(a) # 0, pak A];(!w) = # neusporadanych k-tic (a;)¥_, takovych, ze Vi # j € [k] :
a;Naj =0,U;_; a; = [n]
A(x)  A(x)
2 3!

o exp(A(z)) =1+ A(z)+

0. U Ve = ol

+...:an-%,kdefn:|{{a1,...,aj}:Vk;«ém:akﬁam:

Definice 41 (Grupa). Grupa I' je mnozina I' s bindrnf operaci - (skldddn{) takova, ze

e Va,bel':a-bel

® V91,092,935 €' : (91 92) 93 = g1 - (92 - 93)

e Jlprel':Vgel':1lp-g=9g=g9g-1r

eVgeTldglel:g-gt=1r
Definice 42 (Akce grupy). Pro grupu I' a mnozinu A nazveme zobrazen{ - : T' x A — A akcl grupy na
mnoziné A, jestlize

e Vgi,g2€TacA:g1-(92-a)=(g91-92) - a

eVacA:1lr-a=a

Definice 43 (MnoZina pevnych bodt prvku grupy). Necht G je grupa a - : G x A — A je jeji akce. MnoZina
pevnych bodu g € G je Fix(g) :={zx € A: g -z =x}

Definice 44 (Stabilizdtor prvku, na némz m4 grupa akci). Necht G je grupa a - : G x A — A je jeji akce.
Stabilizdtor z € A je stab(z) :={g € G: g -z =z}

Pozorovani (O stabilizatoru). stab(z) je podgrupa.

Definice 45 (Ekvivalence v akci). Necht G je grupa a - : G x A — A je jeji akce. Pak fekneme, 7e prvky
x,y € A jsou ekvivalentni v akci -, pokud 3g € G : g -z =y

Pozorovani (O ekvivalenci v akci). Ozna¢me relaci ekvivalence v akci jako ~g. Pak ~¢ je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni.
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Definice 46 (Orbita). Nechf G je grupa a - : G x A — A je jeji akce. Pak orbita obsahujici z € A je
mnozina [z]g ={g € A:x~g g} ={g9-x:9€G}.

Lemma 11 (O orbité a stabilizatoru). Necht G je kone¢nd grupa s akei na A. Pak Vz € A : [stab(z)|-|[z]c| =
Gl

Lemma 12 (Burnsideovo). 1. Pokud A je konecnd, pak |A/G| = % > |Fix(G)]
9€aG

2. Necht m4 kazd4 orbita o € A/G prifazena véhu w(o). Pak 2 ocaycw(o) = % ooy w(lz]g)
9g€G z€Fix(Q)

Diikaz. 1 plyne z 2 pfifazenim w(o) = 1 pro kazdou orbitu o.
Dokézeme 2: budeme poéitat dvéma zpusoby s = >°  w([z]g).
(g,x)eGXA
g-r=2x

1.zpusob: s = >, > w([z]g)

9€G z€Fix(Q)

2opisobis= Y Y wle)= ¥ X Y wle)= ¥ X |stabl)luw) = ¥ X 6.

xE€A gestab(A) 0€A/G T€O0 gestab(A) 0€A/G z€0 o€ A/G z€0

wo)= Y |G- w(o)

o€ A/G

Extremalni teorie grafti a hypergrafi

Definice 47 (Turdnuv graf). Pro k,n € N oznac¢ime Ty(n) plny k-partitni graf na n vrcholech, jehoz
vSechny partity maji velikost | 7] nebo [#]. Témto grafim se fikd Turdnovy grafy.
Déle oznacime ti(n) pocet hran grafu Ty (n).

Pozndmka (Znacen{ extremaln{ funkce). Pro graf H znacime ex(n, H) nejvétsi m € N takové, Ze existuje
graf s n vrcholy a m hranami neobsahujici H jako podgraf.

Pozorovani (Dolni odhad na extremdlni funkci K,.). Vr € N,;r > 2 : ex(n, K;) > t,—1(n) - T,_1(n) zjevné
neobsahuje K, jako podgraf.

Lemma 13 (O velikosti k-partitniho grafu). Kazdy k-partitni graf na n vrcholech mé nejvyse tx(n) hran.

Diikaz. Necht G = (V, E) je k-partitni, |V| = n, |E| co nejvétsi. Necht Py, ..., Py jsou partity G : |P] <
|Py] < ... < | Pyl

Pokud |P| < |P1] + 1, pak G = Tk (n) a jsme hotovi.

Kdyby ovsem |Py| > |Pi| + 2, volime = € Py, a vytvoiime G tplny k-partitni graf s partitami P, U
{2}, Py...,P_1, P\ {z}. Potom |E(G)| > |E(G)| = spor s maximalitou. a2

Lemma 14 (O poctu hran a (r — 1)-partitnosti). Necht G = (V| E) je graf neobsahujici K, jako podgraf.
Potom 3(r — 1)-partitni graf H = (V, Eg) takovy, ze Vo € V : deg(x) < degg (), a tedy |E| < |Eg|.

Drikaz. Dukaz povedeme indukei podle 7.

Béaze: r = 2: G neobsahuje K, tedy neobsahuje hrany. Uz samotny G je 1-partitni, a tedy H = G.

IK: r > 2: Necht G neobsahuje K, a necht z je vrchol nejvétstho stupné v G.

Oznaéime S := N(z),Gs = G[S]. Gs neobsahuje K,_1 - jinak by G[S U {z}] obsahoval K.

Na Gg tedy pouzijeme indukéni predpoklad: méme (r — 2)-partitni graf Hg = (S, Ep,) spliujici Vy € S :
degg, (y) < degy, (v).

Necht H je graf na vrcholech V' s hranami Epg U {{u,v} : u € S,v € V' \ S}. Tento graf je zjevné (r — 1)-
partitni.

Ovéfime podminku na stupné:

z volby x
Pokud y € V'\ S : degy (y) = |S] = degg(x) Zy degy(x)
P
Pokud y € S : degy (y) = degy,(y) + [V \ S| > degg (y) + [V \ S| > degg(v)- =2

Véta 14 (Turdnova). Vr > 2 :ex(n, K,) = t,_1(n)
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Diikaz. Uz vime, ze ex(n, K;.) > t.—1(n).

Necht G = (V, E) je graf na n vrcholech bez K,.

Z lemmatu o poc¢tu hran a (r — 1)-partitnosti existuje (r — 1)-partitni graf H = (V, Ey) spliwjici |E| > |Eg].
Déle z lemmatu o velikosti k-partitniho grafu plyne, ze |Egy| < t.—1(n), a tedy ex(n, K,) < t,._1(n) =
ex(n, K,) =t,—1(n) B

Definice 48 (Extremdlni minorova funkce). Pro graf H ozna¢ime exy(n, H) := maximélni pocet hran v
grafu na n vrcholech bez H-minoru.

Pozorovani (Extreméln{ a extremdlni minorovd funkce). ex(n, H) > exx(n, H) - pokud graf nema H-minor,
nema ani H jako podgraf.

Pozorovani (Extremdln{ minorovd funkce K3). exs(n, K3) =n — 1 - grafy bez Kz-minoru jsou lesy.

Véta 15 (Linedrni odhad na pocet hran v grafu bez iplného minoru). Vr > 33¢, > 0: ex=(n, K,) < ¢, - n.
Jinymi slovy: kazdy graf G = (V, E) splaujici |E| > ¢, - |V obsahuje K, jako minor.

Diikaz. Dokézeme pro ¢, = 2773 indukei podle r:

Béze: r = 3: ¢, = 1, tedy exx(n, K,) < n, coz jsme jiz odpozorovali.

Indukénf krok: r > 3: sporem: 3G = (V, E) neobsahujic{ K, jako minor, spliujici |E| > ¢, - |V|. Ze vSech
takovych G zvolime tak, aby |V| + |E| bylo co nejmensi.

Pokud G’ = (V', E’) je vlastni minor G, plati |E’| < ¢, - |[V’]0, jinak by G’ byl mensi protiptiklad.

Déle si ukdzeme, ze Ve{z,y} € E plati |[N(z) N N(y)| > ¢,: Vezmeme G” = (V' E") = G.e. Vime, 2
|E| > ¢ - |V|,|E"| < ¢ - |V = ¢ - (V] = 1). Z tohoto plyne |E| — |E”| > ¢,. Navic |E| — |E"
1+ |N(2) N N(y)| = [N@) 0 N(y)| > e,

Déle uvazme z libovolny vrchol kladného stupné v G. Ozna¢me S := N(z),Gs = G[S]. Kazdy vrchol y € S
splnf degg () > ¢, (z toho, Zze |[N(z) N N(y)| > ¢,. Tedy |E(Gs)| > 5 - |S] = cr—1 - |S].

7 indukéniho predpokladu a po¢tu hran Gg vime, ze Gg ma K,_i-minor, a tedy G ma K,-minor, coz je
spor. =

@

Definice 49 (k-uniformni hypergraf). k-uniformn{ hypergraf je dvojice (V, E), kde E C (‘g)

Definice 50 (Extremdln{ funkce na hypergrafech s pronikajicim systémem mnozin). f(k,n) := maximdlni m
takové, ze Jk—uniformni hypergraf h s n vrcholy a m hranami takovy, ze E je ,pronikajici systém mnozin“,
tj. Ve, e E:ene’ # 0.

Pozorovani (Jednoduché hodnoty a odhady extremdlni funkce na hypergrafech). Pro k > n: f(k,n) =0,
protoze neexistuje ani jedna k-hyperhrana.

Pro k<n<2k: f(kn)= (Z), protoze kazdé dvé mnozZiny z (‘;) se protinaji.

Pron >2k: f(k,n) > (Z:}), protoze vezmu vSechny k-prvkové mnoziny obsahujici jeden konkrétni vrchol.
Véta 16 (Erdés-Ko-Radoova). Vk,n € N:n > 2k = f(k,n) = (}7})

Diikaz. Mé&jme takovy pronikajici systém podmnozin A, A C 2[". Pak si [n] zpermutujeme do permutace s
jednim cyklem, a uvazime k-prvkové tseky z této permutace.

Ale vsechny tyto k-tice nemuzou do A nédlezet najednou - téch nejvyse muze byt k. Pokud (aq,...,ax) € A,
pak kazda dalsi k-tice ze stejné permutace rozdéluje a; a a;11 pro néjaké i. Oba intervaly, které déli téze
prvky, jsou disjunktni, a tedy nejvyse jeden z nich muze nélezet do A. Tedy pocet k-tic z dané permutace v
A je 1 4 # rozdélenych dvojic, tedy nejvyse 1 + (r —1) =r.

Budeme tedy pocitat dvojice (S,C), kde S € A, C je permutace s jednim cyklem, pro kterou je S interval.
1. #(S,C) = |A]| - k! - (n — k)!: Pro kazdou S (téch je |A|) vyberu jednu permutaci S (téch je k!) a jednu
permutaci zbytku (téch je (n — k)!).

2. #(5,C) = (n—1)!-k: Je (n—1)! permutaci s jednim cyklem, a kazdy cyklus md nejvyse (dokonce prave!)
k intervalu z A.

Pak |A] - kl-(n—k)! = (n—1)!- k= |A| = ,g?(;{),gf, = (). i
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