Poznamky - linearni algebra I
Petr Chmel

Definice 1 (Matice, vektor, * notace). Redlnd matice m x n je obdélnikové schéma (tabulka) redlnych éisel.
Prvek na pozici (i, j) matice (tedy v i-tém Fadku a j-tém sloupci) znacime a,;. Mnozinu vsech realnych matic
typu m X n zna¢ime R™*". Je-li m = n, nazyvame matici ¢tvercovou.

Redlny n-rozmérny sloupcovy vektor je matice typu n x 1, fadkovy je matice typu 1 x n.

i-ty fadek matice znacime A;., j-ty sloupec matice znac¢ime A, ;.

Definice 2 (Soustava linedrnich rovnic a matice soustavy). Méme soustavu m linedrnich rovnic o n
neznamych:
1121 + a12%2 + ...+ a1pTn = by

a21x1 + a2 + ...+ ALy = b2

121 + Q2T + ...+ QT = bm

kde a;;, b; jsou dané koeficienty a x; jsou nezndmé. ReSenim rozumime kazdy vektor x € R™ vyhovujici vSem
rovnicim.
Matice soustavy je matice A, rozsifend matice soustavy je matice (A|b).

Definice 3 (Elementdrni fadkové tpravy). Elementdrn{ rddkové dpravy jsou
1. vyndsobeni i-tého fadku redlnym cislem o« # 0,
2. pri¢teni a-ndsobku j-tého radku k i-tému fadku, pficemz i # j A o € R,
3. vymeéna i-tého a j-tého radku.

Tvrzeni 1 (Elementdrn{ ipravy a mnozina feseni). Elementarni fddkové operace zachovévaji mnozinu fesent
soustavy.

Diikaz. Staci ukazat, ze ke kazdé operaci existuje inverzni operace. O

Definice 4 (Odstupriovany tvar matice - REF). Matice A € R™*" je v fddkové odstupiiovaném tvaru,
pokud existuje r takové, ze plati

e fadky 1,...,r jsou nenulové
e fadky r + 1,...,m jsou nulové
e pro p; = min{j;a;; # 0} plati py <ps <...<p,r

Pozice (1,p1),...,(r,pr) se nazyvajl pivoty, sloupce p1,...,p, se nazyvajl bazické, ostatni sloupce jsou
nebazické.

Definice 5 (Hodnost). Hodnosti matice (zna¢eno rank(A)) rozumime pocet nenulovych fddku po prevodu
do odstupniovaného tvaru.

Véta 1 (Gaussova eliminace). Cil: REF tvar

Definice 6 (Redukovany fddkové odstupnovany tvar matice - RREF). Matice je v RREF tvaru, pokud je
v REF tvaru a navic plati

® Q1p; = A2py = ... = Qrp,
e pro kazdé i € [r] je a1p, = agp, = ... = aj—1,p, = 0.

Véta 2 (Gauss-Jordanova eliminace). Cil: RREF tvar.



Disledek 1 (Frobeniova véta). Soustava (Alb) mé (asporn jedno) feSeni pravé tehdy, kdyz rank(4) =
rank(A|b)

Definice 7 (Operace s maticemi). Dvé matice se rovnaji, pokud maji stejné rozméry a viechny prvky.
Soucet dvou matic stejného typu je matice téhoz typu s c;; = a;; + bs;.

Nasobek matice skalarem je matice stejného typu se vSemi prvky vyndsobenymi tymz skaldrem.
Sou¢in matic A € R™*P, A € RP*" je (AB);; = > h_, AixByj.

Tvrzeni 2 (Vlastnosti sou¢tu, ndsobku a sou¢inu). 1. A+ B=B+ A
2. (A+B)+C=A+(B+0)
3. A+0=A4
4. A+ (-1)A=0
5. a(84) = (aB)A
1A=A4
a(A+ B)=aA+aB
(a+pB)A=aA+pA
(AB)C = A(BC)
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10. A(B+C) = AB + AC
11. (A+ B)C = AC + BC
12. a(AB) = (a4)B = A(aB)
13. 0A=A0=0
14. I,,A= Al, = A, kde A € R™*"
Dikaz. Trividlni -

Definice 8 (Transpozice). Necht A € Rn x m je matice. Pak AT € R™*" je transponovand matice s prvky
(AT)Z']' = CL]Z

Tvrzeni 3 (Vlastnosti transpozice). 1. (AT)T =4
2. (A+B)T = AT + BT
3. ()T = AT
4. (AB)T = BT AT
Diikaz. Trividlni, technické cviceni. O

Definice 9 (Symetrickd, diagondlni, horni trojihelnikova a doln{ trojihelnikovd matice). Matice A € R™*"
je symetrickd, pokud AT = A.

Matice A € R™*" je diagondlni, pokud i # j = a;; = 0.

Matice A € R™*™ je horni trojihelnikova, pokud ¢ > j = a;; = 0.

Matice A € R™*™ je dolni trojihelnikovd, pokud j > ¢ = a;; = 0.

Definice 10 (Reguldrni, singuldrni matice). Matice A € R™*" je reguldrni, pokud soustava Az = 0 m&
praveé jedno feseni. V opacéném piipadé se matice nazyva singularni.

Tvrzeni 4 (Charakterizace reguldrni matice). Necht A € R"*". Pak NTJE:



1. A je regularn{
2. RREF(A)=1
3. rank(A) =n
Diikaz. Plyne z rozboru Gaussovy-Jordanovy eliminace. O

Tvrzeni 5 (Charakterizace reguldrni matice). Necht A € R"*™. Pak NTJE:
1. A je reguldrni
2. pro néjaké b € R™ ma soustava Ax = b jediné feseni
3. pro kazdé b € R™ ma soustava Az = b jediné teseni

Diikaz. Plyne z rozboru Gaussovy-Jordanovy eliminace a predchoziho tvrzeni. O

Tvrzeni 6 (O sou¢inu dvou reguldrnich matic). Necht A, B € R®*" jsou reguldrni matice. Pak AB je také
regularni.

Diikaz. Bud z feSeni ABx = 0. Ozna¢me y = Bz. Pak lze soustavu piepsat jako Ay = 0. Z regularity A
plyne y = 0. Pak Bx = 0, tedy x = 0 z regularity B. O

Tvrzeni 7 (O souc¢inu reguldrnich a singuldrnich matic). Necht A, B € R™*" jsou matice. Je-li alesponl
jedna z nich singularni, pak AB je také singuldrni.

Diikaz. Uvazme dva piipady: Nejprve B je singuldrni. Pak 3z # 0 : y = Bz = 0. Pak (AB)xz = A(Bx) =
Ay = 0.
Nyni{ necht A je singuldrni. Pak 3y # 0: Ay = 0A 3x # 0 : Bx = y. Pak (AB)z = A(Bz) = Ay = 0. O

Poznamka (Matice elementarnich tadkovych tprav). Vyndsobeni fddku o # 0: Jednotkovd matice, jen s «
na tadku.

Pric¢teni a-ndsobku: Jednotkova matice, jenom s « na fadku, do néjz se piSe a sloupci ¢isla nasobeného radku.
Vyména dvou radku: Jednotkova matice s prohozenim dvou radku.

Tyto matice jsou reguldrni (triv).

Tvrzeni 8 (Rozklad RREF na souéin regulédrn{ matice a puvodni matice). Necht A € R™*™. Pak RREF(A) =
QA, kde Q € R™*"™ je reguldrni matice.

Diikaz. RREF(A) ziskdme aplikaci koneéné mnoha elementarnich fddkovych tprav. Necht jdou reprezen-
tovat maticemi Ei, Es,..., Fy. Pak RREF(A) = Ey...E2E1A = QA, kde Q = Ey ... ExFy. A protoze
jednotlivé matice E; jsou reguldrni, i jejich soucin @ je regularni. O

Tvrzeni 9 (Rozklad na sou¢in matic elementarnich tiprav). Kazda reguldrni matice A € R™*" se d4 vyjadrit
jako soucin kone¢né mnoha elementdrnich matic.

Diikaz. Pokud k tipravami jsem chopen upravit matici A na I,,, pak jinymi k dpravami lze matici I,, pfevést na
A. Jde o to, ze kazdd elementdrni tiprava ma svoji inverzi. Tedy existuji matice F1, Fs, ..., E} elementdrnich
Uprav tak, ze B ... EsE1 = A O

Definice 11 (Inverzni matice). Bud A € R"*". Pak A~! je inverzn{ matice k matici A, pokud spliiuje
ATTA=AA"1=1,.

Véta 3 (O existenci inverzn{ matice). Bud A € R"*". Je-li A reguldrni, pak k n{ existuje inverzni matice
a je urcena jednoznacné. Naopak, pokud mé A inverzni matici, musi byt regularni.



Diikaz. Existence: z regularity A plyne Az = e; mad jediné feSeni pro kazdé j € [n], oznacme tato FeSeni z;.
Vytvoime matici A~! se sloupci z1, ..., z;. Nyni ukdzeme AA~! = I,, po sloupcich: (AA™!),; = A(A7Y),; =
Azj =ej = (In)sj-

Druhou rovnost ukdzeme trikem - uvazme vyraz A(A~'A —I) = AA7'A— A = [A - A = 0. Matice
A(A7YA — 1) je tedy nulovéd a jeji j-ty sloupec je nulovy vektor: A(A™'A — I),; = 0. Z regularity A
dostédvame (A~*A —I),; = 0. To plati pro kazdé j € [n], tedy A~'A=1.

Jednoznaénost: Necht méme B: AB = BA = I,,. Pak B = BI,, = BAA ' = TA7! = A7!, tedy B musi byt
rovno nasi zkonstruované matici A~ 1.

Inverze implikuje regularitu: Necht pro A existuje inverzni matice. Pak x bud feSen{ soustavy Ax = 0. Pak
r=1Ix=(A"1A)x=A"1(Az) = A710 = 0. Tedy A je regularni. O

Tvrzeni 10 (O regularité transponované matice). Je-li A regularni, je i A7 reguldrni.

Diikaz. Je-li Aregularni, existuje A=!. Tedy AA~r = A=1A = I. Toto transponujme: (AA~HT = (A71A)T =
I7 tedy (A~1)TAT = (A~1)TAT = [. Vidime, ze AT m4 inverzni matici, a tedy je regulrni. O

Véta 4 (Jedna rovnost staci). Necht A, B € R"*". Je-li AB = I, pak obé matice jsou reguldrni a navzajem
k sobé inverzni.

Diikaz. Regularita plyne z tvrzeni o sou¢inu dvou reguldrnich matic a sou¢inu regularni a singuldrni matice
- I,, je regularni. Déale odvodime: B = BI = BAA ' =A"' A=Al = ABB~ ' =B, O

Véta 5 (Vypocet inverzni matice). Bud A € R™*". Necht matice (A|I,,) typu n x 2n md RREF tvar (I,,|B).
Pak B = A~!. Netvoii-li prvni ¢4st RREF jednotkovou matici, je A singuldrni.

Diikaz. Je-li RREF(A|L,) = (I,|B), potom dle véty o rozkladu RREF existuje reguldarni matice Q takova,
7e (I,|B) = Q(A|I,), neboli po roztrzeni na dvé éasti: I,, = QA, B = QI,,. Prvni rovnost ikd Q = A™1,
druhd B=Q = A"

Netvoii-li prvni ¢dst RREF I,,, pak A je singuldrni. O

Tvrzeni 11 (Vlastnosti inverzni matice). Bud'te A, B € R"*". Pak:

1. (A H=t=1

2. (AL =(AHT

3. (@A) ' =LA proa#0
(

4. (AB)"t=B71A!

Drikaz. 1. Inverze k A~ lje Az AA™1 =1
2. 7 véty o regularité transponované matice
3. Plyne z (@A) (2 A7) = 2447 =1

4. Plyne z (AB)(B~1A~1) = A(BB~1)A~! = ATA~' = AA-' =1

Véta 6 (Jednoznacénost RREF - bez dk.). RREF tvar matice je jednoznacéné urcen.

Grupy a télesa

Definice 12 (Grupa). Bud o : G?> — G bindrni operace na G. Pak grupa je dvojice (G, o) spliujici:
1. Va,b,c € G: (aob)oc=ao(boc) (asociativita)
2. de€ G:Va € G:eoa=aoe=a (neutrdlni prvek)

3. YVae GIbe G:boa =aob=e (inverzni prvek)



Pokud je splnéna nésledujici podminka, pak grupu nazveme Abelovou (komutativni) grupou:
4. Ya,b€e G:aob=boa

Tvrzeni 12 (Zakladn{ vlastnosti v grupé). Pro prvky grupy (G, o) plati ndsledujici vlastnosti:
1. aoc=bocimplikuje a = b (krdceni)
2. neutralni prvek e je urcen jednoznaéné

pro kazdé a € G je jeho inverzni prvek urcen jednoznacné

-~ w

rovnice a o x = b m4 pravé jedno feseni Va,b € G
5. (a7)t=a
6. (aob) ™t =b"toa"?!
Diikaz. Trivialni O

Definice 13 (Podgrupa). Podgrupa grupy (G, o) je grupa (H, o) takovd, ze H C G aVa,b € H : aob = aob.
Znagime (H, o) < (G, o)

Definice 14 (Permutace, inverzni permutace, sklddédni permutac{ a znaménko permutace). Permutace na
koneéné mnoziné X je bijekce p : X — X. Mnozina permutaci na [n] se znaci .S,,.

Transpozice je permutace s jednim cyklem (4,7) délky dva a ostatnimi cykly délky 1. Bud p € S,. Pak
inverznf permutace k p je p~! definovand jako p~1(i) = j < p(j) = i.

Necht p,q € S,,. Pak slozend permutace p o q je (po q)(i) = p(q(i)).

Necht se permutace p € S, sklada z k cykli. Pak znaménko permutace je &fslo sgn(p) = (—1)"~*. Pokud je
znaménko 1, fekneme, ze permutace je suda. Pokud je znaménko —1, jedna se o permutaci lichou.

Véta 7 (O znaménku sloZeni permutace a transpozice). Necht p € S,, a (i,j) =t € S, je transpozice. Pak
sgn(p) = —sgn(pot) = —sgn(top)

Dikaz. Dokézeme jen sgn(p) = —sgn(p o t), druhd rovnost je analogickd. Pokud jsou i,j v témze cyklu:
cyklus se rozpadne do dvou. Pokud jsou %, j ve dvou rozdilnych cyklech, tyto dva cykly se spoji v jeden. Tedy
znaménko se zaru¢ené zméni, protoze se zménil pocet cykla o 1. O

Definice 15 (Téleso). Téleso je mnozina T spolu se dvéma komutativnimi bindrnimi operacemi +, - spliujici:
1. (T,+) je Abelova grupa, kde neutrdlni prvek znaéime 0 a inverzn{ prvek k a je —a
2. (T '\ {0},) je Abelova grupa s neutrdlnim prvkem 1 a inverznim prvkem a~1.
3. VYa,b,ce T:a(b+c) =ab+ac
7 tohoto nutné vyplyva, ze 1 # 0.
Tvrzeni 13 (Zakladni vlastnosti v télese). Pro prvky télesa plati ndsledujici vlastnosti:
1. 0a=0
2.ab=0=a=0Vvb=0
3. —a=(-1)a
Diikaz. Technické cviceni O

Lemma 1 (Nésobky v télese prvociselné velikosti). Necht n je prvoéislo a 0 # a € Z,,. Pak {0,1,...,n—1} =
{0a,la,...,(n—1)a}.

Sporem. Necht ak = al pro k # I. Pak ovsem a(k — 1) = 0, tedy a = 0V k = [, coZ je spor. O

Véta 8 (Téleso prvociselné velikosti). Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvoéislo.



Druikaz. n neni prvocislo: Pak n =kl : k,1 # 0, tedy v télese Kkl =0Ak #0Al # 0 - spor.
n je prvocislo: ovéfime vSechny predpoklady z definice télesa.. O

Definice 16 (Charakteristika télesa). Charakteristika télesa je nejmensi n takové, ze soucet n jednicek davé
nulu. Pokud takové n neexistuje, definujeme ji jako 0.

Tvrzeni 14 (O charakteristice télesa). Charakteristika télesa je bud nula nebo prvoéislo.

Diikaz. Charakteristika nemtize byt 1 z netriviality télesa. Dale necht n = pq. Pak mtiZeme zapsat soucet n
jednicek jako soucin sou¢tu p a ¢ jednicek. Z vlastnosti télesa plyne, ze p = 0V ¢ = 0, coz je spor. O

Véta 9 (Mald Fermatova véta). Necht p je prvocislo a bud 0 # a € Z,. Pak v Z,, plat{: a?~! = 1.

Dikaz. Dle lemmatu o ndsobcich v télese prvocislené velikosti plati {0,1,...,n—1} = {0q, la, ..., (n—1)a}.
Déle vime, ze 0 = Oa, tedy {1,...,n—1} = {la,...,(n—1)a}. Nyni vSechny prvky vyndsobime: 1-2-...(n—
1) = (1a)(2a) ... ((n — 1)a). Po zkrdceni 1-2-...(n — 1) ziskdme 1 = aP~ L. O

Vektorové prostory

Definice 17 (Vektorovy prostor). Necht T je téleso s neutrdlnimi prvky 0 pro +, 1 pro -. Vektorovym
prostorem nad télesem T rozumime mnozinu V s operacemi séitani vektorii + : V2 — V a ndsobeni vektoru
skaldarem - : T x V — V spliujici Vo, 8 € T,u,v € V :

1. (V,+) je Abelova grupa s neutrdlnim prvkem o a inverznim prvkem k v —v
2. afBv) = (aB)v
3. lv=v
4. (a4 B)v=av+ pv
5. a(lu+v) =au+ av
Tvrzeni 15 (Zakladni vlastnosti vektoru). V prostoru V nad T plati
1. VYoeV:0v=o0
2.VaeT:a0=0
3. VWweViaeT:av=0=a=0Vv=o0
4. YweV:(-lv=v
Druikaz. Trividlni, technické cviceni O

Definice 18 (Podprostor). Kdyz V je vektorovy prostor nad T, pak U C V je podprostorem V', pokud tovi{
vektorovy prostor nad T se stejné definovanymi operacemi.

Tvrzeni 16 (O priniku podprostortt). Nechf V je vektorovy prostor nad T a mé&jme V;,i € I jako libovolny
systém podprostori. Pak N;c;V; je opét podprostor V.

Diikaz. Stadi ovérit uzavienost na s¢itani, ndsobky a obsahovani o. O

Definice 19 (Linedrni obal). Necht V je vektorovy prostor nad T a W C V. Pak linedrn{ obal W znaéeny
span(W) je prunik vSech podprostort V' obsahujicich W, tedy span(W) = (y..wcuoy -

Definice 20 (Linedrni kombinace). Nechf V je vektorovy prostor nad T a wvy,...,v, € V. Pak linedrn{
kombinaci vektoru v, ..., v, rozumime vyraz typu Z?Zl a;v;, kde a; € T.

Véta 10 (Linedrnf obal jako mnoZina linedrnich kombinaci). Necht V je vektorovy prostor nad T a mé&me
V1,..., 0y € V. Pak span{vy, ..., v, } = {> 1, av; oy € V]



Duiikaz. Inkluze zprava doleva: Linearni obal je uzavieny na s¢itani a ndsobky, tedy musi obsahovat vSechny
linearni kombinace.

Inkluze zleva doprava: Mnozina linedrnich kombinaci obsahuje mj. vSechny z vektoru, tedy musela byt jednou
z mnozin (vektorovych prostort), z nichz se délal prunik. A vSechny tyto prostory jsou uzaviené na séitani

a nasobky, tedy obsahuji vSechny linearni kombinace. O
Definice 21 (Linedrni nezdvislost kone¢né a nekoneéné mnoziny). Nechf v1,...,v, € V, kde V je vektorovy
prostor nad T. Pak vektory vi,...,v, jsou linedrné nezdvislé pokud rovnost Y 1", ;v; = o nastane jen pro
o) =...=a, = 0.V opatném piipadé jsou vektory linedrné nezavislé.

Pokud M C V je nekoneénd mnozina vektoru, je M linedrné nezavisla, pokud kazda konetna podmnozina
M je linedrné nezavisla. Jinak je linedrné zavisla.

Véta 11 (Charakterizace linedrné nezavislych vektortl). Necht V' je vektorovy prostor nad T a vq,...,v, €
V. Pak vektory vy, ..., v, jsou linedrné zavislé prévé tehdy kdyz existuje k € [n] : vy = Z#k @;v; pro néjaké
at,...,an €T, tedy vg € span{vy,...,vp — Liop+1,...,0,}.

Diikaz. ,=“: Jsou-li vektory linedrné zavislé, existuje netrividlni linedrni kombinace rovna nule. Tedy pro
Bis.-y Bk € [n]: By #0AD I, Bia; = o. Pak upravime do tvaru Syv, = — Z#k Biv;, coz po prepsani
vyhovuje.

,<=“: Mame rovnost vy = Z#k a;v;, takze po upravé na o = Z#k a;v; — v, mame pozadovanou netrividlni
linedrni kombinaci. [

Disledek 2. Necht V je vektorovy prostor nad T a v,...,v, € V. Pak vektory v1,...,v, jsou linedrné
z4vislé pravé tehdy, kdyz existuje k € [n] takové, ze: span{vy,...,v,} =span{vy,...,vx — Lo +1,... 0, }.

Diikaz. ,=“: Vektory jsou LZ, tedy z pfedchozi véty plyne, Ze obaly jsou stejné.
»<=%: Plat{ rovnost, tedy 3k € [n] : v € spanf{vy,...,vx — Liopg+1,...,0,}. O

Definice 22 (Bize vektorového prostoru). Necht V je vektorovy prostor nad T. Pak béz{ rozumime libovolny
systém generdtoru V.

Véta 12 (O jednoznacnosti soufadnic). Nechf vy,...,v, € V je bdze V. Pak pro kazdy vektor existuji
jednozna¢né urcené koeficienty aq,...,a, € T takové, ze u = Z?:l Q;0;.

Drikaz. Vektory tvoif bézi, takze existence vyjadient je z definice. Jednoznaénost ukézeme sporem: Af existuji
dvé rozdilnd vyjédieni s koeficienty o, ;. Pak ovSem u = > 1 av; = Y i Bivs. Tedy 0 = v —u =
S vy — > Bivg = > (o — Bi)vi, tedy z linedrni nezavislosti a; = 3;Vi € [n]. O

Definice 23 (Soutadnice). Necht B = v; : i € [n] je bdze vektorového prostoru V nad T a vektor v € V m4
vyjadieni v = Z?:l «;v;. Pak soufadnicemi vektoru u vzhledem k béazi B rozumime koeficienty aq,...,a, a
vektor soufadnic znaéime [u]p = (o, ldots, o)t

Véta 13 (O existenci béze). Kazdy vektorovy prostor mé bazi.
Diikaz. Dukaz provedeme jen pro koneéné generovany prostor. Necht vq,...,v, je systém generatort V.

Jsou-li linedrné nezavislé, jiz tvoii bazi. Nejsou-li, pak muzeme najit vektor takovy, ze je linedrni kombinaci
ostatnich vektoru. Tento postup muzeme opakovat, dokud nezredukujeme dostatecné. O

Véta 14 (Steinitzova véta o vyméné). Necht V je vektorovy prostor s linedrné nezavislym systémem

T1,...,Tm a Systémem generatoru z,...,z,. Pak plati:
1. m<n
2. existuji navzdjem ruzné indexy ki,...,Kkn_n takové, ze x1,...,%m,Yky,---, Yk, ,, tvOIl systém ge-

neritoru V.



Indukei podle m. 1.IK: m = 0 - trivialni.

2.IK: Uvazme vektory z1,...,T,,—1 - ty jsou linedarné nezavislé - a podle IP: m — 1 < n. Kdyby n — 1 =m,
pak vektory x1,...,x,,—1 jsou generdtory V a dostavame v,, € spanzi,...,T;,—_1, Oz je spor s linedrni
nezavislosti. Tim mame dokazano prvni tvrzeni.

Nyni druhd ¢ast: Uvazme linearni kombinace x,, = Z:’l}l ;T + Z;Zlm + Bjyl]., coz si muzeme dovolit
diky tomu, ze vektory v sumé generuji V. Kdyby vSechny B; byly nulové, jednalo by se o spor s linearni
nezavislosti. Proto existuje k takové, ze B # 0. Pak dle lemmatu o vyméné lze vyménit tyto y;, za z., a

pak budou vektory x1,. .., Tm, Yty Ylr> Ylisas -+ > Yln—mys OPEL gemerovat V. ]

Dausledek 3 (O velikosti bdze). Vsechny baze koneéné generovaného vektorového prostoru jsou stejné velké.

Diikaz. Méjme dvé odlisné béze. Ze Steinitzovy véty o vymeéné: muzeme prohodit jejich vlastnosti, tedy
m<nAn<m=m=n. O

Definice 24 (Dimenze). Dimenze néjakého koneéné generovaného prostoru je velikost néjaké jeho béze,
dimenze nekone¢né generovaného prostoru je co. Znac¢ime dim V.

Véta 15 (Vztah pocétu prvka systému k dimenzi). Pro vektorovy prostor V' plati:

1. Necht z1,...,z,, jsou linedrné nezavislé. Pak m < dim V. Pokud si jsou rovny, pak z1,...,,, je baze
V.

2. Necht y1,...,y, jsou generdtory V. Pak n > dim V. Pokud si jsou rovny, pak 41, ..., ¥y, je baze V.
Diikaz. Necht d = dimV a zq,...,2q je baze V.

1. x1,..., 2z, jsou linedrné nezavislé, tedy dle Steinitzovy véty je m < d. Pokud m = d, tak ze stejné véty
Ize systém doplnit o m — d = 0 vektoru na systém generatoru V, tedy na bazi.

2. Y1,...,Yn jsou generatory V, tedy dle Steinitzovy véty je n > d. Kdyz n = d, pak pokud y1,...,¥yn
jsou LN, tvoif bazi. Kdyby ovsem byly zdvislé, pak lze jeden vynechat a ziskat systém generdtoru o
velikosti n — 1, coz je spor - protoze pak by platilo d < n — 1 dle Steinitzovy véty, coz vede ke sporu.

O

Véta 16 (Rozsifeni linedrné nezdvislého systému na bézi). Kazdy linedrné nezévisly systém vektorového
prostoru V' lze rozsifit na bazi V.

Diikaz. Necht x1,...,x,, jsou linedrné nezavislé a zi, ..., zq je baze V. Podle Steinitzovy véty lze doplnit
vektory x pomoci vektoru z na bézi. O

Definice 25 (Spojeni podprostori). Necht U,V jsou podprostory W. Pak spojeni podprostoru U,V je
definovéno jako U +V :={u+v:u e U,v eV}

Véta 17 (Spojeni podprostorii jako linedrn{ obal jejich sjednocen{). Necht U,V jsou podprostory W. Pak
U+V =span(UUV).

Diikaz. Inkluze zleva doprava je trividlni: span(U U V) je uzavieny na soucty.

Inkluze zprava doleva: Staci ukazat, ze U +V obsahuje U,V a je podprostorem W. Prvni ¢ast je zfejmé, pro
druhou uvazme z1, x5 € U4V . Vektory umime vyjadiit jako x1 = ui+wv1, o2 = us+vs : ur,us € U,v1,v9 € V.
Pak x1 +z2 = u1 +v1 +ug +v2 = (ug +uz) + (v1 +v2) € U+ V, tedy je uzavieny na s¢itani. Pro uzavienost
na nésobky uvazme © = u+v € U+ V,u € U,v € V,«a skaldr. Pak az = a(u+v) =au+av € U + V| tedy
jsme uzavfeni i na nasobky. O

Véta 18 (O dimenzi spojen{ a priniku). Necht U,V jsou podprostory W. Pak dim(U + V) +dim(UNV) =
dimU + dim V.



Diitkaz. UNV je podprostor W, tedy mé kone¢nou bazi 21, ..., 2,. Podle véty o rozsifeni linedrné nezévislého
systému na bazi U tvaru z1, ..., 2p, 21, . . ., Tp. Podobné ji muzeme rozsitit na bazi V tvaru z1, ..., 2p, Y1, .., Yn.
Staci ukazat, ze vektory zi,...,2p,1,...,Tm,Y1,...,Yn tvoil bazi U + V. Nejprve ukdzeme, ze jsou ge-
neratory, pak, ze jsou linedrné nezavislé.

+Generujicnost“: Pro z € U+ V : z = u+wv,u € Uywv € V. Tedy u = Y oz + ) Bjxj, stejné v =
iz + Y O0ryk. Potom z = > (o, + i)z + Y Bz + Y Ok, tedy 2z je linedrni kombinaci nasich vektoru.
,Linedrni nezavislost“: Bud > a;z; + . Bjz; + Y. kyr = 0. Chceme ukdzat, ze viechny koeficienty musi byt

nulové. Oznatme z := Y ;2 + . Bix; = — > WYk Zjevné z € UNV, tedy z = ) 6;2;. Tim dostdvame
z2=>0;2; = — Y YkYk, neboli > 0;2; + > ykyr = 0. Jedind linedrni kombinace je trividln{ (z toho, Ze to je
baze V). Z toho uz plyne, Ze vsechny koeficienty musi byt nulové. O

Definice 26 (Maticové prostory: sloupcovy, fadkovy, jadro). Nechf A € T™*". Pak definujeme
1. sloupcovy prostor S(A) := span{A1,..., Awn}
2. tadkovy prostor R(A) := S(AT)
3. jadro matice Ker(A) := {x € T" : Az = o}

Véta 19 (Maticové prostory a RREF). Necht A € T™*" a AT jeji RREF tvar s pivoty na pozicich
(L,p1),...,(r,p-), kde r = rank(A). Pak

1. nenulové fadky AP (tedy vektory ALt ... AE) tvoif bazi R(A),
2. sloupce Ayp,, ..., Asp, tvorl bazi S(A)
3. dimR(A) =dimS(A) =r.
Diikaz. 7 véty o rozkladu RREF na soucin reguldrni a ptivodni matice vime, ze A% = QA.

1. Podle tvrzeni o prostorech a nisobeni reguldrni matici zleva je R(A) = R(QA) = R(A®). Nenulové
fddky A% jsou linedrné nezavislé, tedy tvoii bazi.

2. Nejprve ukazeme, ze sloupce AF tvoif bazi S(AT). Protoze jsou jednotkové, jsou jisté nezavislé a
generuji cely prostor, nebot libovolny nebézicky sloupec lze vyjadrit za pomoci téch bazickych. Nyni
dle tvrzeni o prostorech a ndsoben{ reguldrni matic{ zleva méme jistotu, ze i sloupce A tvoii bazi (tedy
jsou LN a generujf ostatni sloupce).

3. Zjevné.

O
Véta 20 (O dimenzi jadra a hodnosti matice). Pro kazdou matici A € T™*" plati dim Ker(A)+rank(A4) = n.

Diikaz. Necht dim Ker(A) = k a vektory vy, ..., v jsou baze jadra. Pak Avy = ... = Avy, = o. Pak rozsfiime
bazi o vektory vg41,...,v,. Pak staci ukdzat, ze vektory Avgi1,..., Av, tvoil bazi S(A), protoze hodnost
je rovna dimenzi sloupcového prostoru (tedy n — k).

»,Generujicnost“: Méjme y € S(A). Pak y = Az pro ngjaké x € T". Toto x lze vyjadiit jako Y a,u;.
Dosazenim: y = Az = A" av;) = > o Av; = Z?:kﬂ a;(Avy).

»Linedrni nezavislost“: Bud 1", | a;Av; = o. Pak plati A(Y /", oyv;) = o, Cili Y1, 1 oyv; je v jadru
matice. Proto Y7, | av; = Zle Biv; pro néjaké skaldry (. Prepisem dostaneme, Ze alfy a bety jsou
nulové. O

Linedrni zobrazeni

Definice 27 (Linedrni zobrazeni). Necht U,V jsou vektorové prostory nad T. Zobrazeni f : U — V je
linedrni, pokud Vz,y € U,a € T plati:

L flz+y) = f(z)+ fy)



2. f(az) = af ()

Tvrzeni 17 (Vlastnosti linedrnich zobrazeni). Necht f: U — V je linedrn{ zobrazeni. Pak

1. fOo ) = aif(x)Voy € T, x; € Ui € [n).

2. flo)=o
Dukaz. 1 z definice + rozsiteni indukei.
2 f(o) = f(00) = 0f(0) = o. O

Definice 28 (Obraz a jadro linedrnfho zobrazen{). Necht f: U — V je line4rni zobrazeni. Pak
1. obraz je f(U) :={f(z): z € U}
2. jadro je Ker(f) :={z € U: f(z) = o}

Véta 21 (O prostém linedrnim zobrazeni). Nechf f: U — V je linedrni zobrazeni. Pak NTJE:

1. f je prosté
2. Ker(f) = {o}

3. obraz libovolné linearné nezavislé mnoziny je linedrné nezavisla mnozina.

Dikaz. Ukdzeme 1 = 2 =3 = 1: ;1 = 2“: f(0o) = 0= o0 € Ker(f). Ale f je prosté, tedy jadro jiny prvek
neobsahuje.

»2 = 3“: Nechf x1,...,x, € U linedrné nezdvislé a necht >_ «; f(x;) = o. Pak f(>_ aux;) = o, tedy Y a;z;
nélezi do jadra zobrazeni, které ovsem obsahuje jen nulovy vektor, tedy mame z linedrni nezavislosti a; =
0vi € [n].

»3 = 1%: Sporem piedpoklddejme, zZe existuji z,y € U : f(z) = f(y). Potom o = f(z) — f(y) = f(z — y).
Vektor o oviem predstavuje linedrné zavislou mnozinu, tedy x — y musi byt z 3 také linedrné zavisla, tedy
r—y=0=x =y, coz je spor. O

Véta 22 (Jednoznacnost linedrniho zobrazen{ vzhledem k obraziim baze). Necht U,V jsou prostory nad T a
T1,...,T, baze U. Pak pro libovolné vektory yi,...,y, € V existuje pravé jedno linedrni zobrazeni takové,

Diikaz. Existence®. Méjme xz € U. Pak x = Y ayx;. Pak f(z) = f(O auxy) =D o f(x;) =D ayy;. Pak jen
ovérime linearitu.

yJednoznacnost®. Méjme f, g : f(z;) = g(x;) = y;Vi € [n]. Pak pro libovolné x € U : f(z) = fO  aux;) =
Saif(x) = > iy = > augla;) = 90> auzy) = g(x). Tedy Va € U @ f(X) = g(x), tedy tato zobrazeni
musi byt stejna. O

Definice 29 (Matice linedrntho zobrazeni). Necht f: U — V je linedrni zobrazeni, By = {z1,...,z,} baze
Unad T, By = {y1,...,Ym} bdze V nad T. Necht f(z;) =3 a;jy;. Potom matice A € T™*" s prvky a;; se
nazyvé matice linedrniho zobrazeni vzhledem k bézim By, By a znadi se g, [f]5,

Véta 23 (Maticova reprezentace linedrniho zobrazeni). Necht f : U — V je linedrni zobrazeni, B; =
{z1,...,2,} bdze U, Bo = {y1,...,Ym} bdze V. Pak Vo € U : [f(z)]B, = B,|f]B, * [2]B,-

Diikaz. Ozna¢me A = p,[f]p,. Bud z € U, tedy z = Y aym;, tedy [z]p, = (au,...,a,)T. Pak f(x) =
Flagry) = Yaiflag) = Yo aiyys) = 23 ajaijyi = 23 ajaij)yi- Tedy 3 ajai; reprezentuje i-

tou soufadnici vektoru [f(z)]p,, ale jeho hodnota je (A[z]p, )i, coZ je i-ta slozka vektoru g,[f]s, - [*]B,. O

Véta 24 (Jednoznaénost matice linedrniho zobrazen{). Nechf f : U — V je linedrni zobrazeni, By je béze
U, Bs je béze V. Pak jedind matice A splaujici [f(x)]p, = A - [z]B, je B,[f]B,-

Diikaz. Necht se baze B; sestavd z vektori x1,...,%,. Pro spor piedpoklddejme, Ze f mé dvé maticové
reprezentace pomoc{ matic A # A’. Tedy existuje vektor s € T" takovy, ze As # A’s. Takovy vektor lze
volit napftiklad jako jednotkovy s jednickou na takové pozici, ve kterém sloupci se matice 1isi. Definujme
x:=Y s;x;. Pak [f(z)]p, = As # A’s = [f(x)]B,, coz se spor s jednoznacnost{ soufadnic. O



Definice 30 (Matice piechodu). Necht V je vektorovy prostor a By, By dvé jeho baze. Pak matici prechodu
od By k By nazveme matici g, [id]p, .

Tvrzeni 18 (O sloZeném linedrnim zobrazen{). Necht f: U — V,g: V — W jsou linedrn{ zobrazeni. Pak
slozené zobrazeni g o f je opét linedrni zobrazeni.

Dikaz. Ovérit z definice. O

Véta 25 (O matici sloZzeného linedrniho zobrazen{). Nechf f: U — V,g: V — W jsou linedrni zobrazeni,
Bl baze []7 B2 baze V, B3 baze W. Pak Bs [g o f]Bl = Bsj [9}32 * Bo [f]Bl.

Dikaz. Yz € U : [(g o f)(‘T)]BB = [g(f(‘T))]Ba = Bg[g]Bz ! [f(l')]B2 = 33[9]32 ’ B2[f]B1 : [x]Br Diky
jednoznacnosti matice linedrntho zobrazeni je soucin hledana matice. O

Definice 31 (Izomorfismus). Izomorfismus mezi prostory U,V je bijekce f : U — V. Pokud mezi U a V
existuje izomorfismus, fikame, ze U,V jsou izomorfni.

Tvrzeni 19 (Vlastnosti izomorfismu).

1. Je-li f:U — V izomorfismus, pak i inverzni funkce existuje a je izomorfismus.
2. Jsou-li f:U —V,g:V — W izomorfismy, pak go f : U — W je také izomorfismus.
3. Je-li f:U — V izomorfismus, pak libovolna baze U se zobrazuje na bazi V.
4. Je-li f:U — V izomorfismus, pak dimU = dim V.
Diikaz. 1. Vzdjemnd jednoznac¢nost je dana, stac¢i ovéfit linearitu.
2. Plyne z tvrzeni o slozeném linedrnim zobrazeni.

3. Méjme béazi B; prostoru U, kterd je nutné LN. Pak i f(B) je LN a navic kazdy vektor = € U je témito
vektory generovany, takze je to baze.

4. Plyne z 3.
O

Tvrzeni 20 (Izomorfismus T" a n-dimenziondlniho prostoru nad T). Nechf V je vektorovy prostor nad T
s dimenzi n a bazi B. Pak zobrazeni z — [z]|p je izomorfismus mezi V a T™.

Diikaz. Necht baze sestdvd z vektort vi,...,v,. Snadno nahlédneme, Ze je to linedrni zobrazeni a Ze je
prosté (z jednoznacnosti soufadnic). Surjekce plyne z toho, ze kazda n-tice predstavuje soufadnice néjakého
vektoru. Linearitu dokdzeme trividlni tpravou. O

Véta 26 (Izomorfismus n-dimenziondlnich prostori). Vsechny n-dimenziondln{ prostory nad T jsou navzdjem
izomorfni.

Diikaz. VSechny prostory jsou izomorfni s T™ a z vlastnosti izomorfismu plyne, Ze jsou tedy vSechny izomorfni.
O

Véta 27 (O dimenzi jddra a obrazu). Necht f: U — V je linedrn{ zobrazeni, U,V prostory nad T, B; béze
U, By baze V. Oznatme A = p,[f]|p,. Pak:

1. dim Ker(f) = dim Ker(A)

2. dim f(U) = dim S(A) = rank(A).



Diikaz. 1: Podle 4. vlastnosti izomorfismu stac¢i sestrojit izomorfismus mezi jadry. Izomorfismem muze byt
napi. zobrazeni x € Ker(f) — [z]p,. Z izomorfismu T" a n-dimenziondlntho prostoru nad T vime, ze je
linedrn{ a prosta. Staci ukdzat, ze je na. Pro x € Ker(f) : 0o = [0|p, = [f(¥)]B, = B,[f]B, - [*]B,, tedy [z]B,
nalezi do jadra matice A. Stejné i naopak.

2: Méjme dim U = n,dim V' = m. Opét sestrojime izomorfismus mezi f(U) a S(A), a to takto: y € f(U) —
[y]B,- A opét je zobrazeni linedrni a prosté. Déle pro y € f(U) existuje x € U takové, ze f(x) = y. Nyni
B, = [f(x)]B, = Alx]B,, tedy [y]B, nélezi do sloupcového prostoru S(A). A naopak, pro kazdé b € S(A)
existuje a € T™ takové, ze b = Aa. Tedy pro vektor x € U takovy, Ze [z]g, = a plati y := f(z) €
FU) A9, = 1f ()], = Alalp, = Aa = b € S(A). 0

Definice 32 (Linedrn{ funkciondl a dudlni prostor). Nechf V je vektorovy prostor nad T. Pak linedrni
funkciondl je libovolné linedrni zobrazeni z V do T. Dudlni prostor, téz znateny Vx, je vektorovy prostor
vsech linearnich funkciondla.

Afinni podprostory

Definice 33 (Afinni podprostor). Bud V vektorovy prostor nad T. Pak afinni podprostor je jakdkoliv
mnozina M CV tvaru M =U +a{v+a:v €V} kdea €V aU je vektorovy podprostor V.

Véta 28 (Charakterizace afinniho podprostoru). Necht V je vektorovy podprostor nad T charakteristiky
rizné od 2, a bud () # M C V. Pak M je afinni, tj. je tvaru M = U + a pravé tehdy, kdyz Vo,y € M,a € T
plati oz + (1 —a)y € M.

Dikaz. Implikace ,=“: Méjme x,y € M, tedy jsou tvaru x = u+a,y =v+a:u,v € U. Pak ax+ (1 —a)y =
au+aa+ (1 —a)v+ (1 —a)a=au+ (1 —a)v+ a, coz odpovida.

Implikace ,,<=*: Ukazeme, ze stac¢i zvolit libovolné a € M pevné a U :=M — M =z —y: x,y € M. Tedy
ukdzeme, ze M = (M — M) + a.

Inkluze zleva doprava: x e M :x =2z —a+a€ (M —-—M)+a=U +a.

Inkluze zprava doleva: Méjme x —y+a € (M — M) + a. Protoze z,y,a € M, dostavdme, Ze afinni kombinace
a/2+x/2 € M ataké 2(a/2+z/2) —(1—-2)y=z—y+ac M. O

Véta 29 (O afinnich podprostorech a Feseni soustav linedrnich rovnic). Mnozina feseni soustavy Az = b je
prazdna nebo afinni. Je-li neprdzdnd, muzeme tuto mnozinu fesenf vyjadiit ve tvaru Ker(A) + z¢, kde xq je
libovolné feseni soustavy.

Dikaz. Pokud x4 je feSenim, pak lze psdt x1 = x1 — o +x¢. Staci ukdzat, ze x — 1 —xq € Ker(A). Dosazenim
A(xy — x9) = Axy — Axg = b—b = 0. Tedy z1 € Ker(A) + xo. Naopak, je-li zo € Ker(A), pak x5 + x¢ je
Fesenim soustavy, jelikoz A(zg + x¢) = Azg + Azg =0+ b =b. O

Definice 34 (Dimenze afinnfho podprostoru). Dimenze afinnfho podprostoru M = U +a je definovéna jako
dim(M) := dim(U).

Definice 35 (Afinni nezdvislost). Vektory xg, ..., z, jsou afinné nezdvislé, pokud vektory x1—xq,..., T, —x
Yy Zo, ) ) y 05 ) 0
jsou linearné nezdvislé. V opaném piipadé vektory nazyvame afinné zavislé.
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