Poznamky - linearni algebra II
Petr Chmel

Definice 1 (Skaldrni soucin). Nechf V je vektorovy prostor nad C. Pak (komplexn{) skaldrni souéin je
zobrazeni (_, ) : V2 — C spliujici:

1. Vo € V : (z,z) > 0 a rovnost nastavd pro z = o
2. Va,y,ze Vil +y2) = (r,2)+(y,2)
3. Vr,ye V,a € C: (ax,y) = alz,y)

4. Va,y €V : (x,y) = (y,z)

Definice 2 (Norma indukované skaldrnim sou¢inem). Necht V je vektorovy prostor nad R se skaldrnim
sou¢inem {_, ). Pak norma indukovand skaldrnim sou¢inem je ||z|| = \/{(z, x)

Definice 3 (Kolmost). Necht V je vektorovy prostor nad R. Pak z,y € R jsou kolmé, pokud (z,y) =0

Poznamka (Uhel). Nechf V je vektorovy prostor nad R. Pak pro z,y € R plati (x,y) = ||z|| - ||ly] - cos ¢,
kde ¢ je uhel svirany vektory x,y.

Véta 1 (Pythagorova). Pokud x,y € V jsou na sebe kolmé, pak |z + y||? = ||z|? + ||y||*.

Dikaz nad R, u komplexnich ¢isel jen pozor na komplezné sdruzené (i kdyz tady to je jedno).
e +yll* = (= +y,2+y) = (z,2) + (2,9) + {y,2) + {y,9) = (@,2) + (¥, 9) = l=]* + [ly]]? H

Véta 2 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Necht z,y € V a V m4 skaldrni soucin (_, ). Pak |(z, y)| < ||=[- ||yl

Diikaz nad R, nad C ve skriptech.

Trividlné plati, pokud z =0V y = o.

Déle méjme y # o. Pak uvazme f(t) = (x + ty,z + ty) > OVt € R.

Miizeme rozepsat: f(t) = (x,z) + 2t(z,y) + t*(x,y). To je vlastné kvadraticka funkce pro t. A protoze vime,

ze jeji hodnoty jsou kladné, jeji diskriminant musi byt nekladny.

ﬁ)”= H4<|T‘,y>2 — Az, z)(z,y) < 0. Tedy (2,9)* < (z,2) - (y,y), tedy (z,9)* < [[z]* - [ly?, tedy (z.y) HSH
x| - lly

Dusledek 1 (Trojuhelnikovéd nerovnost). Va,y € V se skaldrnim soucinem plati ||z + y|| < ||z| + ||y|.

Diikaz. ||z +y|* = (x +y,z +y) = (x,9) + (z,9) + (,2) + (y,9) = (2, 2) + (y,y) + 2R((z,y)) < (x,z) +
(v, u) 4 21z, )| < Nl=l? + lyll* + 2l - [yl = (=]l + [ly])? i

Definice 4 (Norma). Necht V je vektorovy prostor nad R (C). Pak norma je zobrazenf ||.|| : V — R splaujici:
1. Vz € V i ||z|]| > 0 a rovnost nastane jen pro z = o.
2. Ve e V,a e R(C) : |laz|| = |af - ||z]
3. Ve,y e Voo +yl < lzfl + lyll-

Tvrzeni 1 (Norma indukovand skaldrnim sou¢inem je norma). Kazdd norma indukovang skaldrnim sou¢inem
je norma.

Diikaz. Vlastnost 1 plyne z vlastnosti normy indukované skaldrnim sou¢inem, 3 plyne z trojihelnikové ne-
rovnosti.

Ukazeme platnost 2: [|az|| = \/{az, az) = \/a - (z,az) = \/aa - (z,z) = /]a]2\/{z,2) = |a| - ||z B

Tvrzeni 2 (Rovnobéznikové pravidlo). Pro normu indukovanou skaldrnim soucinem a z,y € V plati ||z —
yll* + [l + yll* = 2]z + 2[lyl|*.




Dikaz. |z —y|*+|lz+y|? = (e —y,z—y)+{z+y,z+y) = (z,2) — (z,y) — (y,2) + (y,y) + (z, ) + (z,y) +
(y,z) + (y,y) = 2(z, ) + 2(y,y) = 2||=]* + 2||y*. [

Definice 5 (Metrika). Necht M je mnozina. Pak zobrazeni d : M? — R je metrika, pokud spliiuje:
L. Va,y € M :d(z,y) > 0;d(z,y) =0z =y.
2. Ve,y e M : d(z,y) = d(y, )
3. Ve,y,z € M : d(z,y) + d(y, z) > d(z, 2)

Definice 6 (Ortogondlni a ortonormdln{ systémy vektorti). Nechf V je vektorovy prostor se skaldrnfm
sou¢inem. Pak systém vektoru z1,...,2, € V je

e ortogonalni, pokud Vi, j,¢ # j : (z;,25) =0
e ortonormdlni, pokud Vi € [n] : (2, z;) = 1.

Véta 3 (Ortonormaln{ systém je linedrné nezavisly). Nechtf V je vektorovy prostor se skaldrnim souéinem.
Jsou-li vektory z1,...,2, € V ortonormalni, pak jsou linedrné nezavislé.

Diikaz. Necht o = 7" | a;z;. Pro dané i: 0 = (0,2;) = O, avzinzi) = Yoy @i{zin zi) = iz, 2) = o
Ptedposledni rovnost plyne z ortogonality, posledni z ortonormality. H

Véta 4 (Fourierovy koeficienty). Nechf V je vektorovy prostor se skaldrnim souéinem a z1,...,2, € V je
ortonorméln{ bdze V. Pak proz € V : & = Y1 | (z, ). Tyto koeficienty nazyvéme Fourierovy.

Diikaz. Z toho, ze z1,...,z, jsou bdze plyne z = Y1 | a;z;. Pro libovolné k: (z,z;) = (31 iz, 2) =
Soiy iz, 2y = a2k, 2K) = 0. 23]
Véta 5 (Gram-Schmidtova ortogonalizace). Vstup: vektory x1,...,z, € V linedrné nezavislé.
Vystup: vektory z1,...,z, € V ortonormdlni, spliujici span{z1,...,2,} = span{z1,...,z,}.
For k=1 to n]:C
-1
Yk = Tk — D1 Tk Zi) %
— Uk
S P
Diikaz sprdvnosti indukct podle k: Pro k = 1: trividlné ||z1|| = ||m|| = \/<Hiill’ |\§1|\> = \/: ”;”2 (x1,m1) =
_ lza®
= Tau? =1
2:IK: k — 1 — k: Mdme 21, ..., 251 : span{z1,...,Tk_1} = span{z1,...,2k-1}.

Pro prevod z — zj. Ortonormalita: ||zx|| = 1 (stejné jako 1. IK). Také chci Vi € [k — 1] : (z,2;) = O:
k-1 k-1
(zk, 20) = oy W 26) = ey (@n= 20521 (2, 29) 250 20) = [y (@, 20) =305 21 (s 23025, 20)) = ey (s 20—

(x, 2;)) = 0. Posledni rovnost plyne z ortonormality a ortogonality.

Déle span{zi,...,zk-1,2x} < span{zi,...,Tr—1,2%}. U prvniho linedrniho podprostoru plati, ze zj je
linedrn{ kombinaci téchto vektoru, tedy span{zi,...,zx} C span{zi,...,zx_1,xr}. Ale viechny vektory
jsou linedrné nezavislé, tedy oba prostory maji stejnou dimenzi k, tedy musi platit rovnost. H

Dausledek 2 (Existence ortonormélni baze). Kazdy kone¢né generovany prostor se skaldrnim sou¢inem mé
ortonormalni bazi

Dusledek 3. Kazdy ortonormaélni systém vektoru v kone¢éné generovaném prostoru se skaldrnim souc¢inem
Ize rozsitit na ortonormalni béazi.

Véta 6 (Besselova nerovnost a Parsevalova rovnost). Nechf 21, ..., 2, je ortonormdln{ systém vektori v V,
r € V. Pak

Loll? > 325, K, 2)]?

2. lel2 = T, I, )2 & @ € spanfen, ..., 20).



Dikaz. 1. 0 < (=370 (2, 25)2, 0= 25 1, (T, 2)25) = (2, @) = 201 (@, 25)(w, 25) = 3051 (@, 25) (2, 2) +
i@, zi) (e, 25) = ]2 = 3202 (=, 25) %

2. Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz z = 2?21 |(x,2;)|* & x € span{z1,...,2,}.

Ortogonalni doplnék

Definice 7 (Ortogondlni doplnék). Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem a M C V. Pak
ortogondln{ doplnék M je M+ ={z €V :V¥m e M : (z,m) = 0}.

Véta 7 (Vlastnosti ortogonalniho doplitku mnoziny). Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem,
M,N C V. Pak

1. M~ je podprostor V.
2. MCN=N-CM*
3. M+ = (span(M))*+

Diikaz. 1. Ukézeme uzavienost na nasobky skaldrem a soucty: *+ € M+, o € R = ¥Ym € M : (m,z) =
0=VYme M : (ax,m)=a{z,m)=0
v,y € Mt :Vm e M : (xz,m) = (y,m) =0,(x +y,m) = (x,m) + (y,m) =0+0=0

2. M C N,z € Nt =VY(z,n) =0. Méjme m € M : (x,m) =0=z € M+ = N+t C M+

3. M C span(M) = (span(M))t C M*. Déle méjme x € M+ = Vm € M : (z,m) = 0. Méjme
Z1...,xn € M tvofici bazi span(M). Kazdé y z linedrniho obalu si tedy muzeme vyjadrit jako linedrn{
kombinaci vektorti z M. Tedy (z,y) = 0 = z € (span)=.

H

Véta 8 (Vlastnosti ortogonalniho dopliiku podprostoru). Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnfm souéinem,
U je podprostorem V. Pak

1. Je-lizy,...,z2, ortonormélni bdze U za 21, ..., Zm, Zm+1, - - - , Z2n Ortonormalni baze V', potom 2,41, ..., 2,
je ortonormalni baze U-~.

2. dimU 4+ dim U+ = dim V

3. U+ULt=V

4. (UHYLt =U

5. UNUL = {0}

Diikaz. 1. Zmit,---,2n je ortonormalni systém v V. Staéf tedy ukézat U+ = span{zm,i1,...,2n}-
Ui
Loz eUt=a=30" (o,2)% = Z%mH(:v, 2i)z € span{zmjl_l, ey Zn} -
p2“ € span{Zmy1,..-,2n) = T = Yo (w202 = o+ (@ z)z = Do (T, 20z +
Yot (T zi)zi = Yo (€, zi) 2z, zéroven vidime i = I,...,m = (x,z) = 0 - z jednoznaénosti

soufadnic plyne x € U*.
2. Ziejmé z 1

3.Z1Lw eV ix=73" (z,2)z = > (T, 2i)% + Y i1 (T, zi)2z;. Prvni séitanec nalezi U a druhy
nélezf U+L.

4. Ziejmé z 1.

5. 7 predchoziho a véty o dimenzi o spojeni a primiku (ZS) plyne dim(U N U+) = 0.



Ortogonalni projekce

Definice 8 (Ortogonalni projekce). Necht V je vektorovy prostor a U jeho podprostor. Pak projekei vektoru
x € V rozumime takovy vektor xzy € U, ktery spliiuje

|z —zul = min lz —yll

Véta 9 (O ortogondlni projekci). Nechtf V' je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem, U je podprostorem
V. Pak Va € V3lzy € U, které je projekci  do podprostoru U.

Navic, je-li z1,..., 2y, ortonormélni baze U, pak
m
Ty = E <I, Zz>21
i=1
Diikaz. Necht z1, ..., Zm, Zm+1, - - - , 2n je rozsifeni na ortonorméaln{ bézi V. Zadefinujme zyy := Y 1w | (x, 2;)2; €

U.Nyniz—zy =0 (z,zi)2 — ey (T, 2i)2 = Z?:m+1<ac, zi)z € UL,
Méjme libovolné y € U. Pak  — 2y € Ut,zy —y € U. Tedy (z — xy) L (zy — y) - mizeme pouzit
Pythagorovu vétu:

”2 Pythagoras ”

lz = ylI* = (& — 2v) + (zv —y) z —ayl® + |lzy — yl* 2 Iz — vl

Z tohoto plyne minimalita. Jednozna¢nost plyne z toho, ze rovnost nastane je tehdy, kdyz ||z —y|| =0 <
Ty =Y.

Véta 10 (Gramova matice (19)). Necht V je vektorovy prostor na R, U € V', bdze U je wy, . . . , Wy,. Oznaéme
jako Gramovu matici G € R"™*™: G;; = (w;, wj).

Potom G je regularn{ a projekce s = [zy]p vektoru = do U je Feseni soustavy Gs = ({(wy,x), ..., (Wm,)).
Standardni skalarni soucin

Véta 11 (Ortogonalni doplnék v R™). Necht A € R™*", Pak R(A)+ = Ker(A)

Diikaz. x € R(A)t & Vy e R(A): (y,z) =0 Vi=1,...,n: (Aj,2) =0 & Az =0,i € [n] & Az =
0 < Ker(A) B

Disledek 4. Je-li A € R™*"™:
1. Ker(ATA) = Ker(A)
2. R(ATA) = R(A)
3. rank(AT A) = rank(A)

Diikaz. 1. Je-li z € Ker(A), pak Az = o, tedy také ATAx = ATo = o, ¢fimz z € Ker(AT A). Naopak,
je-li * € Ker(AT A), pak AT Az = o. Vynasobime 27 : 27 AT Az = o, tedy 2T AT Ax = (Az)T(Az) =
(Az, Az) = Az = 0 =z € Ker(A).

2. 7 1 a véty o ortogonalnim dopliku.

3. Plyne z 2 a definice hodnosti matice.
3]

Véta 12 (Ortogondlni projekce v R™). Necht A € R™*" hodnosti n. Projekce z € R™ do S(A) je 2’ =
A(ATA)1ATy

Diikaz. Vidime rank(A) = rank(AT) = n. AT A € R™*" navic ma hodnost n - tedy AT A je regularni. Déle
S(A)={Ay:zeR"} = A ((ATA)"1ATz) € S(A).

Chceme z — 2/ € S(A)+ = R(AT)L = Ker(AT): AT(z — 2') = AT(x — A(ATA)"1ATz) = ATz —
ATA(ATA)1ATy = ATy — ATz = 0. &3]



Véta 13 (Ortogondlni projekce do dopliiku). Necht P € R™*™ je matice projekce do podprostoru V & R™.
Pak I — P je matici projekce do V+.

Diikaz. x mé projekci 2y — oy = Pz. Projekce do V* je x — 2y = Iz — Px = (I — P)x 2]

Véta 14 (Mnozina feseni metodou nejmensich étvercil). Bud A € R™*™, Pak mnoZina pfibliznych feseni
soustavy Az = b metodou nejmensich ¢tverci je neprazdnd a je rovna mnoziné feSeni normadlnich rovnic

AT Az = ATp.

Dukaz. Vlastné hleddme projekci b do S(a), pficemz tato projekce je vektor tvaru Azm kde 2 € R™. Déle
vime, ze Ax je projekci praveé tehdy, kdyz Az—b € S(A)+ = Ker(AT). Jinymi slov musi platit A7 (Az—b) = 0,
tedy AT Az = ATbh. Tato soustava mé feseni, protoze projekce musi existovat. H

Disledek 5. Nechf A € R™*" je matice hodnosti n. Pak pfiblizné feseni soustavy Az = b metodou
nejmensich ¢étverci je x = (AT A)"1ATb, a je jednoznacné.
Ortogondalni matice

Definice 9 (Ortogonalni a unitdrn{ matice). Matice @ € R"*" je ortogonalni, pokud QTQ = I,,. Matice
Q € C™ "™ je unitarni, pokud QTQ = I,,.

Véta 15 (Charakterizace ortogondlnich matic). Bud @ € R™*". Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. @ je ortogonalni
2. Q jereguldrni a Q7! = Q7T
3.QQ" =1,
4. QT je ortogonalni
5. Q7! existuje a je ortogonalni
6. sloupce @ tvofi ortonormalni bazi R"
7. tadky @ tvori ortonormalni bazi R"

Dukaz. 1-5: trividlni
6,7: z rovnosti QT Q = I dostdvame (Q.;, Q«j) = 1 pokud i = j, (Q.;, Q«j) = 0 pokud i # j. Tedy sloupce
tvoif ortonormalni systém. Dale fadky jsou sloupce Q7 , kterd je téz ortogondlni. H

Tvrzeni 3 (Soucin ortogondlnich matic). Jsou-li Q1, Q2 € R™*™ ortogondlni, pak Q1@ je ortogonélni.
Diikaz. (Q1Q2)?°Q1Q2 = Q3 Q1 Q1Q2 = Q3 1,Q2 = Q3 Q2 = I,. H
Véta 16 (Vlastnosti ortogonalnich matic). Necht @ € R™*™ je ortogonalni matice. Pak

1. (Qz,Qy) = (z,y)Vz,y € R"

2. [|Qz| = [|=]Vz € R"

3. Qi;| < 1,1Q;;'| < 1 pro kazdé i, j € [n]

4 Loy, rtogonalni mati
.OQJeoogoa atice

Diikaz. 1: (Qz,Qy) = (Q2)TQy = 27 Qly = 2T Iy = 2Ty = (z,y)

€]
2:|Qa|| = (Qz, Qx) = \/(z,2) = ||z].
3: Vzhledem k vlastnosti 6 z predchozi véty [[Q.;[| = 1 pro j € [n]. Tedy 1 = [|Q.lI* = Y., ¢7), tedy
qizj < 1= |g;j| <1. Matice Q! je ortogondlni, tedy tvrzeni plat{ i pro ni.

™ 7T T T
4: Z definice <(1) OQ> (i OQ> = (2 QOTQ) =1Int1 H

5




Véta 17 (Ortogondlni matice a linedrn{ zobrazeni). Nechf U,V jsou prostory nad R s libovolnym skaldrnim
sou¢inem a f : U — V je linedrni zobrazeni. Dale nechf By resp. By je ortonormdlni baze U, resp. V. Pak
matice zobrazeni g, [f]p, je ortogondlni pravé tehdy, kdyz (f(z), f(y)) = (z,y) pro kazdé z,y € U.

Diikaz. Podle vlastnosti matice zobrazeni a tvrzeni 8.26 (skripta): (z,y) = [z]h, - [W]By, (f(2), f(y)) =

@), - [fW)]sy = (By[flBy - [#]18,)" By [flBy - WlB,) = ([2]5, By [f1B, "By [f]By - [¥]By). Rovnost
nastane, pokud matice zobrazeni je ortogonélni (prvni ekvivalence).

Naopak, pokud (f(z), f(y)) = (z,y) plati pro kazdé z,y € U, plati rovnost i pro vektory, jejichz souradnice
jsou jednotkové vektory. Pak méjme [z]p, = e;, [y]B, = €;, a proto

(I)ij = € ej = [2]B, - Wby = (x,y) = (f(2), fW)) = [2]B, By [f1By By [flBy - [W]By =

= e - By[flp, By [flBy - €5 = (By[f1By By [f]B0)i

Tim po slozkédch dostdvame I,, =p,, [f]gu By [flB ®

U

Tvrzeni 4 (Ortogondlni matice a matice pFechodu). Necht V je prostor nad R s libovolnym skaldrnfm
soucinem a By, By dvé jeho béaze. Jakékoli dvé z nésledujicich vlastnosti implikuji tu tieti:

1. B; je ortonormalni baze
2. Bs je ortonormélni baze
3. B,lid]p, je ortogondlni matice

Drikaz. Implikace ,1,2 = 3“: Plyne z predchozi véty, jelikoz identita zachovava skalarni soucin.

Implikace ,2,3 = 1“: Necht By = {y1,...,x,}. Z definice pak sloupce matice p,[id]p, tvoif vektory [x;]p,,
které jsou (diky ortogonalité matice pfechodu) ortonormalni pfi standardnim skaldrnim souc¢inu v R™. Podle
tvrzenf 8.26 (skripta) pak (z;, ;) = [2:], [;]B,, coz je 0 pro i = j, 1 jinak.

Implikace ,,1,3 = 2“: Plati z pfedchoziho ze symetrie. H

Determinanty

Definice 10 (Determinant). Necht A € T"*". Pak determinant A je det(A) = Y g sgn(n) - [Ti2 @i r ()
Véta 18 (O determinantu transpozice). Bud A € T"*". Pak det(AT) = det(A).

Diikaz. det(AT) = > ores, sgn(7r)~]_[?:1(AT)i,,r(i) = > ores,, sgn(7r<*1>)~H?:1(A)j’7r<71>(j) =

sgn(m)=sgn(w<—"1>)

det(A) B

Véta 19 (Rédkové linearita determinantu). Nechf A € T"*" n € T" i € [n]. Pak det(A + e;b7)
det(A) + det(A + e; (b7 — AiL))

° n distributivita n
Dikaz. det(A+ed") =32 g sen(m)- 112, s @ni) (@in(iy 1o, .0 = > nes, sen(m)-(ITi=y ajr(y+
bi,Tr(i) szl,j;ﬁi ajm(j)) = det(A) + det(A + ei(bT — ai*) H

Pozndmka (Determinant a elementdrni tipravy). 1. Vyndsobeni fadku ¢islem o € T : det(A*) = acdet(A),
kde A® je matice s jednim rfadkem vyndsobenym «

2. Prohozen{ dvou tddkua (i # j : A"). det(A’) = —det(A)
3. Pricteni a-nasobku i-tého fadku k j-tému - determinant se neméni.

Dusledek 6 (Determinant matice se dvéma stejnymi fddky). Ma-li matice dva stejné fadky, je jeji deter-
minant 0.

Dusledek 7 (Nulovost determinantu). det(A) = 0 < det(RREF(A)) =0, det(A) # 0 < det(RREF(A)) #
0 < RREF(A) =1 < A je regularni.



Véta 20 (Kritérium regularity). Matice A € T™*" je reguldrni pravé tehdy, kdyz jeji determinant je
nenulovy.

Diikaz. Plyne z dusledku. 22|
Véta 21 (Multiplikativnost determinantu). Pro kazdé A, B € T™*™ plat{ det(AB) = det(A) - det(B).
Diikaz. Nejprve, af je A matice elementdrni Gpravy:

1. vynasobeni fadku skalarem: funguje

2. prohozeni dvou fadku: funguje

3. pricteni a-nasobku fadku k jinému: funguje

Je-1i A reguldrni, pak A = QI, kde @ je soucin matic elementdrnich tiprav. Pak det(AB) = det(QB) indulkee 2 maticl

elem. dprav
det(K7)...det(B) = det(A) - det(B).
Je-li A singuldrni, pak AB je singuldrni, tedy det(AB) = 0 - det(B) = det(A) - det(B). B

Diisledek 8. Je-li A € T"*" regularni, pak det(A~!) = det(A)~!.
Diikaz. AA™! = I, z piedchozi véty det(I) = 1 = det(A) - det(A~1). B

Véta 22 (Laplaceiv rozvoj). Nechf A € T"*" n > 2. Pak Vi € [n] : det(A) = >.7_,(—1)"a;; - det(AY),

- j=1
kde AY € T"~1Xn~1 yznikne vynechdnim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Diikaz. Af i-ty fédek je e?. Pak si do prohodime az dolu (jednotlive, po fddcich) a doprava (jednotlivé, po

ij )
sloupcich): A" := A Av

0o ... 0 ‘ 1
Pak zjevné det(A) = (—1)"7- (=1)"77 . det(A%) = (—1)""7 - det(A¥).
Nyni uvézime obecny tadek a z fddkové linearity determinantu vidime, ze vse plati (TODO: porddné roze-
psat). B

Véta 23 (Cramerovo pravidlo). Necht A € T™*™ je reguldrni, b € T". Potom Az = b m4 feSen{ dand
 det(A+ (b— Asi)el)
X = det(4) ,i € [n].

Dukaz. Ax =b < x1A + 2940+ ...+ 2, A, =0

j=1

xX; det(A*1|A*2| N |A*Z| . |A*n) = T; det(A) H
Definice 11 (Adjungovand matice). Bud A € T"*" n > 2. Pak adjungovand matice je adj(A4) € T"*™ :
adj(A);; = (=1)"det(AT),i, 5 € [n].
Véta 24 (O adjungované matici). Necht A € T"*™. Potom A x adj(A) = det(A) - I,.
Ditkaz. (A-adj(A))ij = > p_; aiwadj(A)r; = > p_; aix(—A)F+T - det(AT¥)
Uvazme i = j : (A-adj(A))i = >, ai(—A)F - det(A™) Laplice'uv det(A)
rozvoj
Déle necht i # j : (A-adj(A))i; = >op_; ai(—A)*7 - det(A7%) = £det(A”) = 0, v némz nahrazuji j-ty

fadek i-tym (Laplaceuv rozvoj dle j-tého fddku) - ta md ovsem dva stejné Fadky, a tedy determinant je roven
0. H
Disledek 9. Je-li A € T"*" reguldrn{ matice, pak A~ = #(A) -adj(A).

Tvrzeni 5 (Celo¢iselné matice). Je-li A € Z"*", pak A~! € Z"*" & det(A) = +1

7
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Dikaz. ,,:>“: A,A71 c AR = det(A),det(Ail) cZ N det(A) = ﬁ = det(A) = 4+1.
1
“. nxn — nxn 3 nxXn
= AeZ M det(A) =21, A€ Z = adj(4) € Z /\det(A):jzléA*EZ"X”' B

Definice 12 (Rovnobéznostén). Rovnobéznostén je {x € R™ : z = >" | aja;,a; € [0,1]Vi € [m]}, kde
ai,-.-.,0y, € R™ jsou LN vektory.

Véta 25 (Objem rovnobéZnosténu). Necht A € R™*". UvaZme rovnobéZnostén dany fadky A. Objem
tohoto rovnobéznosténu je /det(AAT), specidlné pro m = n je objem roven |det(A)|.

Diikaz matematickou indukci podle poétu Fddki (m). Béze: m = 1 : |a1]| = Varal = /det(a1al) =
det(AAT)
Indukéni krok: m — 1 — m. D je matice prvnich m — 1 ¥4dkil, am = by + €y bm € R(D)L, e € R(D).
Méjme A = (D,a,)T, A’ = (D,b,)T. Je mozné A = FE; ... ExA’, kde E; jsou matice elementarnich tiprav
piicteni jednoho fadku k jinému, tedy jejich determinanty jsou 1. Pak det(AAT) = det(A’A'T), A/A'T =
. pT
(bD > (D bw) = (DOJP b ‘?g) — det(A'A'T) = det(D-DT): b2 = AHAAT) = \/det(D - DT)-
[[bra]| B

Vlastni ¢isla

Definice 13 (Vlastni &fslo). Necht A € C"*". Pak A € C je vlastni &slo A a x € C™ je piislusny vlastni
vektor, pokud x # o A Ax = Ax.

Véta 26 (Charakterizace vlastnich &fsel). Necht A € C™"*™. Pak A je vlastni ¢islo A < det(A — A\I) = 0.
Déle o0 # x € C™ je vlastni vektor piislusejici k A & x € Ker(A — ) .

Diikaz. Méjme Ax = Az = Ax — M,z = 0 = (A — A\],)xz = 0. Takovy vektor existuje, kdyz A — AL, je
singularni, tedy jeji determinant je nulovy. Pak vlastni vektor je feSenim a tedy patii do jadra. H

Definice 14 (Charakteristicky polynom). Pro matici A € C**" je charakteristicky polynom s proménnou
A Pa(X\) = det(A — AI).

Véta 27 (Vlastnf ¢isla a charakteristicky polynom). Pro matici A € C™**™ m4 jeji charakteristicky polynom
stupen n a tedy ma v C n kofenu (pocitdno s nasobnymi).

Diikaz. Plyne z rozboru a zakladni véty algebry. H

Véta 28 (Vlastni ¢islo dosazené do charakteristického polynomu). Pro matici A € C**” je A € C vlastni
¢islo pravé tehdy, kdyz pa(A) = 0.

Drikaz. Plyne z definice. =]

Definice 15 (Ndsobnost aritmetické a geometrickd). Je-li A € C vlastni ¢islo A € C"*", pak jeho algebraickd
néasobnost je ndsobnost A jako kofene charakteristického polynomu a geometricka ndsobnost je pocet linedrné
nezdvislych vlastnich vrchola piislusnych k A (tedy dim(Ker(A — A1,,))).

n
Definice 16 (Stopa, spektrum a spektralni polomér). Stopa matice A € C"*" je trace(A) = > aj;.
i=1

Spektrum matice A € C"*" s vlastnimi ¢isly A1, ..., A\n je {A1,..., A\n} - tedy mnozina vlastnich ¢isel.
Spektralni polomér p(4) = max |\

A; vl e A
Véta 29 (Souéin a souéet vlastnich &isel). Nechf A € C**" s vlastnimi &fsly Aq,..., A, véetné algebraické

nasobnosti. Pak

1. det(4) = [ \s
=1
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2. trace(A) = i i
i=1

Diikaz. det(A—AL,) = (A =X1)...(A =) (—=1)". Pro A =0: det(A) = ﬁ i

=1

Hleddme koeficient u A1, Z pravé strany: (—1)"(=A;—Xa—...— X, )- A" — (=1)" T (A + Ao —+ldots+\,),
z levé strany (a11 — ) ... (apn — A) = (=1)""Hags + ... + ann). B
Véta 30 (Vlastnosti vlastnich &fsel). Bud A € C**™ s vlastnimi &fsly i, ..., A, a odpovidajicimi vlastnimi
vektory z1,...,x,. Pak

1. A je regularn{ < 0 nenf vlastni ¢islo.

2. Je-li A reguldrni, pak A~! m4 vlastnf ¢fsla A%, ..., A1 s odpovidajicimi vlastnimi vektory a1, ..., x,.
3. A% ma vlastnf &fsla A2, ..., A2 s odpovidajicimi vlastnimi vektory z1, ..., x,.
4. Pro a € C ma «A vlastni ¢isla a)q,...,a\, s odpovidajicimi vlastnimi vektory xi, ..., z,.
5. Pro a € C ma A + al, vlastni ¢isla A\ + ..., A\, + « s odpovidajicimi vlastnimi vektory z1,...,x,.
6. AT ma vlastni éfsla Ay, ..., \,.

Diikaz. Staci rozepsat. 23]

Véta 31 (Vlastni ¢islo komplexné sdruzené). Je-li A € R™™™ a ) je jeji vlastni ¢islo, pak ) je také vlastni
¢islo A.

Dukaz. Rozepsat na pa(A) =pa(N) B

Definice 17 (Matice spole¢nice). Mé&me polynom nad C p(z) = 2" +a,_12" " +...4+a17 +ag. Pak matice
spolecnice je

0 0 0 —aop
1+ ... 0 -
C(p): o - ... 0 —asg

0 O 0 1 —an_1
Véta 32 (O matici spolecnici). Je-li p polynom n-tého stupné nad R a koeficient u 2™ je 1, pak Po(py(A) =
(=1)"p(A)
Diikaz. Rozepsat determinant det(C(p) — AI). B

Véta 33 (Cayley - Hamilton). Necht A € C™*" ps(A) = (=1)"A" + ap_1A" "1 + ... + a1\ + ag. Potom
(—1)"A" +a, 1 A"+ a1 A+ apl, = 0,.

Dukaz. (A—M\L,)-adj(A— A,) = det(A — A1,)I,. Prvky adjungované matice jsou polynomy stupné nejvyse
n—1=adj(A—AX)=A""1B, 1 +...+AB1+Bo= A"+ a, 1 \" 1 +...+ a1\ +ao)l,. B

Disledek 10. 1. Vk € N: A¥ € span{[,, A, A%,... A1}

2. Je-li A regularni, pak A=! € span{I,, A, A% ... A1}
Diikaz. Stadi rozepsat. 2]
Definice 18 (Podobnost). Matice A, B € C™*™ jsou podobné, pokud 3 regularni S € C**" t.z. A = SBS~.

Véta 34 (Vlastni ¢fsla podobnych matic). Necht A, B € C"*™ jsou podobné. Potom maji stejnd vlastni
cisla.

Diikaz. Rozepsat charakteristické polynomy. H



Definice 19 (Diagonalizovatelnost). Matice A je diagonalizovatelnd, je-li podobnd néjaké diagonélni matici.

Véta 35 (Charakterizace diagonalizovatelnosti). Matice A € C™*™ je diagonalizovatelnd < A ma n linedrné
nezavislych vektor.

Diikaz. ,=“ A= SAS™! = AS = SA. Porovname sloupce: (AS).; =A-S.j,(SA)sj =SA;=X;-S-¢; =
AjSij = A- 8.5 = Aj - Syj = S je vlastni vektor k A;. Tedy sloupce S jsou vlastni vektory A, navic S je
regularni, tedy sloupce jsou linedarné nezavislé, tedy dokonce tvoii bazi sloupcového prostoru.

»<&=": Méjme n linedrné nezavislych vektort s, ..., s, odpovidajicich vlastnim ¢islim A,..., A,. Pak \js; =
As; = (AS).; = (SA).; pro S, A zvolené jako v druhé implikaci. Z linedrn{ nezavislosti sloupct - S je
reguldrni, tedy existuje jeji inverzni matice, tedy A = SAS™! H

Véta 36 (Vlastni vektory riznych vlastnich éisel). Necht Aq, ..., Ax jsou navzdjem ruznd vlastn{ ¢isla matice
AeC™™axq,...,x, piislusné vlastni vektory. Pak z1, ...,z jsou linedrné nezavislé.

Indukci a sporem. Béze: x1 # 0 zjevné linedrné nezavisly.

k —1 — k. Af umime vytvofit linedrni kombinaci, kterd se zobrazi na o. Pak A(>_ a;z;) = 0 = > ay Nz (=
Ao), také > a;x; A\, = 0. Tyto rovnosti odecteme a mdme > a;(A; — Ag)z; = o, z IP jsou koeficienty rovny
nule. H

Disledek 11. M4&-li matice A v8echna vlastni ¢isla navzajem ruznd, je diagonalizovatelna.
Véta 37 (Vlastni &isla souc¢inu komutuji). Nechf A, B € C"*". Pak AB a BA maji stejnd vlastni &isla

veéetné algebraickych nédsobnosti.

. . y . _(AB 0 ({0 O . ) - 1 o
Drikaz. Ukézeme, ze matice X = ( B 0) ayYy = (B BA) si jsou podobné. Pak X = SYS™ = XS =
I A

SY, volime S = (O 7

). Pak staci ovérit, ze XY = SY. 3]

Definice 20 (Jordanova buiika, normdlni forma). Necht A € C,k € Nt Pak Jordanova buiika je matice
kxk:

A1 0 O
0 X 0
Ji(A) =
.
0 O 0 X

1
. Déle matice J € C"*" : n = > k; je v Jordanové normalni formé, pokud J je blokovd matice
i=1

Jo (A1) 0 0 0
0 Ju(a) -0
. . . .

0 0 0 Jkl()\l)

Véta 38 (Podobnost Jordanové normélni formé (bez dk)). Kazdd matice A € C"*" je podobnd néjaké
matici v Jordanové normalni formé. Az na pofadi Jordanovych bunék je pak Jordanova normélni forma
urc¢ena jednoznacné. Ddle algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla A je soucet velikosti Jordanovych bunék
prislusejicich .

Definice 21 (Hermitovskost a hermitovskd transpozice). Jestlize A € C™**™ pak jeji hermitovska transpozice

A=A,

Matice je hermitovska, jestlize A = A*.

Véta 39 (Vlastni ¢isla symetrickych matic). Vlastni ¢isla redlnych symetrickych (nebo komplexnich hermi-
tovskych) matic jsou redlna.
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Diikaz. Mé&jme X € C vlastni ¢islo, ||z| = 1 pFislusny vlastni vektor. Pak Az = Az : A = Az*\ = " \z =
r*Ar = x*A*x = (¥ Az)* =N = A=A B

Véta 40 (Spektralni rozklad symetrickych matic). Necht A € R™*" je symetrickd. Pak 3Q € R™*" orto-
gonalni a A € R"*" diagonalni takové, ze A = QAQT.

Diikaz indukct podle n. Béze: A = A, Q = (1).

IKin—1 — n: méme A € R™"™ symetrickou s redlnym vlastnim &islem A € R a vlastnim vektorem

x prislusejicim A : ||z|| = 1. Zvolme z jako prvn{ sloupec S a do dalsich zvolime prozatim doplnéni x

na ortonormélni bézi R". Pak Az = Mz = (A — X))z = o = (A — XI)S = (0|7) - matice s nulami v
0

prvnfm sloupci a nééfm déle. Pak ST(A — AI)S = ST(0]?) = (0 2,) - zadefinujeme A’ jako zbytek.

T
Ale A’ € Rn—lxn—l7 tedy ji muzeme z IP rozepsat jako A = Q/A/QIT_ Kdyz si priddme R = ((1) (é/>7
T
A = (g (j\/) Pak ST(A—AI)S = RA"RT = A = SRA"(SR)T + A\ = SR(A” + \I)(SR)” & QAQT. B

Véta 41 (Courant-Fischer). Necht Ay > Xy > ... > ), jsou vlastni &isla &tvercové symetrické matice
AeR™™ Pak \; = max (27Az),\;= min (27 Ax).
zER™:||z|2=1 zER™:||z]2=1
Drikaz. Pouze pro Ai:
S A =af Ary < maX,crr: o) =1 2T Az
»>%: libovolny vektor z € R™ : ||z|| = 1,A = QAQT,y = QT2 = |y|| = 1. Pak 2T Az = 2TQAQTz =

(QT2)"AQTz) =yTAy =3 Xy? <X My = Myl =X\ 22
=1 =1

Véta 42 (Perronova, bez dk). Necht A € R™*" je nezdpornd matice (tj. a;; > 0Vi,j € [n]). Pak nejvéts
(dokonce nejvétsi v absolutni{ hodnoté) vlastni ¢islo je redlné a nezdporné, a pifslusny vlastni vektor je
nezaporny ve vsech slozkéch.

Véta 43 (Gerschgorinovy disky). Necht A € C**". Pak vlastn{ &fslo A leZf v kruhu se stfedem a;;, polomérem
>~ laij| pro néjaké i € [n].

1#]

Dikaz. Méjme A vl. éislo, x vl. vektor: Az = Az, mé&jme i takové, ze |z;| je nejvétsi v absolutni hodnote.
n n

Protoze i-t4 rovnice mé tvar Y a;x; = Ax; = A= Y a2, tedy |A —a| = | D a2 < Y Jag||3] <
=1 =1 #jo i '

> lai] H
i#]
Tvrzeni 6 (Mocninnd metoda vypoétu vlastniho ¢isla a jeji konvergence). Algoritmus: Méjme A € C™*™.
Zvol xp # 0,20 € C™,i =1, ||zo] = 1.

Opakuj y; := Azx;_1,2; = Mymz + +.
Vrat \; = 21 yi,v1 = 2.
Pro A € R™"™ |\ > |A2] > ... > |A\] jejf vlastni ¢isla a vy, ..., v, linedrné nezdvislé vlastni vektory s
|v;| = 1Vi € [n]. Necht zg € R™ m4 nenulovou slozku ve sméru v;. Pak x; konverguje k v; nebo —v; a x7 1y,
konverguje k A;.

n n
. _ 1 k k.. — Ak, _ k, . _ k, _
Dikaz. xog = > oy, # 0, 1 = WA xo, Ao = A" i =1"u; = Y A% = > A, =
Z i=1

=1
Me(aquy + 32 ai)\—}fvi = aMuy = 2 = v, 2l gy =a Az — 2T Avp = )\ H
i=2
Véta 44 (O deflaci vlastniho ¢isla). Jestlize A € R™*™ je symetrickd, A1, ..., A, vlastni ¢isla, vq, ..., v, jsou
jejf odpovidajici vrcholy (a tedy ortonorméln{ baze). Pak A — A\jvav? m4 vlastn{ &fslo 0, Ag, ..., A, a stejné

vlastni vektory.

n n
Diikaz. A=Y Nl = A— ool = ol +0-v0T /H
i=1 i=2
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Pozitivné (semi)definitni matice

Definice 22 (Pozitivni (semi)definitnost). f Nechf A € R"*" je symetricka. Pak A je pozitivné semidefinitni,
pokud Vo € R™ : 7 Az > 0. Déle A je pozitivné definitni, pokud Vo # o € R™ : 27 Az > 0.

Véta 45 (Vlastnosti pozitivné semidefinitnich matic). 1. A, B € R™*" symetrické, pozitivné definitni =
A + B pozitivné definitni

2. A € R™"™ gymetrickd, pozitivné definitni, « € R: a > 0 = aA pozitivné definitni
3. A € R™ " symetrickd, pozitivné definitni = A~ pozitivné definitni

Drukaz. 1, 2 rozepsat
3: A je pozitivné definitni, tedy regularni, tedy ma dobfe definovanou inverzni matici. Pak pro =z # o :

dTA g = 2T A Tp = 2 TA-1AA 1z V42 yT Ay > 0. ©
Véta 46 (Charakterizace pozitivn{ definitnosti). Necht A € R™*" je symetrickd. Pak ndsledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni:

1. A je pozitivné definitni

2. Vsechna vlastni ¢isla A jsou kladnd

3. U € R™*" :rank(U) =na A=UTU.

Diikaz. ,1 = 2%: sporem - necht A\ < 0 je vlastni ¢islo A, z je piislusny vektor - pak Az = Az = 27 Az =
2T <0 =4
»2 = 3“ A je symetrické, tedy je diagonalizovatelnd: A = QAQT. Méjme A’ : M, = /A; > 0, tedy dobte

— T
definované. Pak A = QAQT = QA'A'QT v=Ae UTU. Q7 je regularni, tedy sloupce U jsou nezavislé, tedy

rank(U) = n.
3= 19 A=UTU. Prox # 0: 2T Az = 2TUTUX = (Uz)T(Ux) = ||Uz||? > 0, rovnost nastane jen kdyz
Uz =0 - a jelikoz madme rank(U) = n, je to jen tehdy, kdyz = = 0. H

Véta 47 (Rekurzivni vyjddfeni pozitivné definitni matice). Necht A € R"*n je symetrickd ve tvaru A =

a af —
( >7kdeaER,aeRn_l,AeRn_lxn_l.
a A

Pak A je pozitivné definitn{ < o >0 a (A — éaaT) je pozitivné definitni.
Diikaz. ,=“: 2TAz > 0,7 # 0. Pak z = ejef'de; =ay1 =a >0, € R Lo #0730 (A~ éaaT)f =

— - T
7TAT —7ad’z - L = 2TAz — 1(a"7)? = (L —d"7,7) <Z az (L —d"z, )T >0

T
,<=“ Méjme v = (8,2)T € R". Pak 27 Az = (B,7) <j aA) (B, )T = aB? +2Ba"T + 7T AT = T (A
éaaT)E + (vaB + —=t=)? > 0, rovnost nastane jen tehdy, kdyz = = o - rozepsat. 5]

VaaTz

Véta 48 (Choleského rozklad). Necht A € R™*™ je pozitivné semidefinitni. Pak 3! € R™*" doln{ trojihelnikovd
s kladnou diagonalou takova, ze A = LL”.

Diikaz indukct podle n. Béze: n=1: (a) = (Va)(vVa)

T _ _ T
IKin—-1—-n:A= (Z %4), z IP: (A — éaaT) —TL . Pak mé&jme L = <\1/§ OL> Vypocttem ovéiime
) . . . i} . , , (VB o §
- mame existenci, nyni jesté jednoznac¢nost. Méjme druhy rozklad L' = | 7 b T/ Pak oviem 8 = \/a,b =
B
ﬁ,z Wl + T =TT =4A- Laa”, to je ovsem z IP jednoznatné, tedy L =L' = L =L’ &3]

Véta 49 (Gaussova eliminace a pozitivn{ definitnost). Symetrickd A € R™*™ je pozitivné definitni < A lze
prevést na matici v REF s kladnou diagonélou za pouziti operaci ,,pri¢teni nasobku fadku s pivotem k fadku
pod nim*.
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Véta 50 (Sylvestrovo kritérium). Symetrickd A € R™*" je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz determi-
nanty hlavnich vedoucich matic Ay, Ao, ... A, jsou kladné. A; vznikne z A vySkrtnutim fadku a sloupcu s
indexy > 1.

Dukaz. ,,=“: A je pozitivné definitni, tedy i jeji podmatice jsou pozitivné definitni, ddle det(A4;) = H Aj >0,
j=1
kde A; jsou vlastni ¢isla.

»&": Prevedeme A do REF pomoci piedchozi véty. Pak det(A;) = det(A}) = [] a;. A protoze z kladnosti

determinantu plyne a;; > 0Vi € [n], md A nutné vSechna vlastni ¢isla kladnd, tedy je pozitivné definitni. H

Véta 51 (Skaldrn{ soucin a pozitivni definitnost). V R™ mé&jme operaci (z,y) : R™ x R™ — R. Tato operace
je skaldrni soucin praveé tehdy, kdyz 3A € R™ ™ gymetrickd, pozitivné definitni takovd, ze Var,y € R™ :
(z,y) = 2" Ay.

Diikaz. ,=“: Méjme (z,y) skaldrni soucin. Pak (z,y) = <E x€;, Z yjej> > Z (ei,e;). To pro matici
: : &=
#0

A e R™" : q;; = (e;,e;) je w7 Ay. Tato matice je zjevné symetrlcka a jelikoz Va Vi(r,z)=aT Az >
0, je i pozitivné definitni.

»<=": staci ovérit axiomy:
L.Vz#oeV :(z,a)=aTAr >0, 2=0= (z,2) =2T Az =0V
2. Linearita - maticové nésobeni linearitu zachovava v’
3. (z,y) = 2T Ay = (2T Ay)T = yTAT:ETT =yT Az = (y,2).
2]

Tvrzeni 7 (O odmocniné z matice). Necht A € R"*" je pozitivné (semi)definitni. Pak 3B € R"*" pozitivné
(semi)definitni takova, ze B? = A.

Diikaz. A je symetrickd, tedy A = QAQT: Q je ortogonalni, A je diagondlni s celymi &isly A na diagonéle.
Protoze A je pozitivné (semi)definitni, jsou jeji vlastni ¢isla kladnd (nezdpornd). Odmocnina diagondlni
matice se véemi prvky kladnymi (nezdpornymi) je pak trividlni: odmocnime vSechny prvky na diagonédle.
Tak si zadefinujeme A’

Méjme pak A = QAQT = QAN QT = QN'QTQAN' QT = BB = B?, tedy jsme nasi matici nalezli. Zaroven je
téZ zjevné pozitivné (semi)definitni. B

Bilinearni a kvadratické formy

Definice 23 (Bilinedrn{ (symetrickd) forma, kvadratickd forma). Necht V je vektorovy prostor nad T.
Pak bilinearn{ forma je b : V2 — T splijici Vo, 3 € T,u,v,w € V : blau + Bv,w) = ab(u,w) +
Bb(v, w), b(w, au + Bv) = ablw,u) + Sblw,v).

Bilinearni forma b je symetrickd, pokud Yu,v € V : b(u,v) = b(v, u).

Kvadratickd forma je f: V — T spliujici f(v) = b(v,v) pro néjakou symetrickou bilinedrni formu b.

Definice 24 (Matice bilinedrn{ a kvadratické formy). Bud' b: V2 — T bilinearn{ forma, B = (w1, ..., wy)
béze V. Pak definujeme A € T"*™ jako matici bilinedrni formy b vzhledem k bézi B predpisem a;; = b(w;, w;).
Matice kvadratické formy je matice odpovidajici bilinedrni symetrické formy.

Véta 52 (Maticové vyjadieni forem). Bud B = (w1, ..., w,) baze V, b bilineérni forma na V. Pak A € T"*"
je matici bilinearn{ formy vzhledem k bazi B < Vu,v € V : b(u,v) = [u|5A[v]5

n n
Diikaz. Oznacme [ulp =z = (z1,...,2,)7, [Vl =y = (y1,...,yn)T. Pak b(u,v) = b(Y zwi, > yjw;) =
j=1

=1
n n
> LiYj (wiawj)

i=15=1
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n n
Z druhé strany: [u]5A]p = 2T Ay = 3 Y xiai5y;.
i=15=1
Tyto dva vyrazy se rovnaji < b(w;,w;) = a;; < A je matice bilinedrni formy. H

Dusledek 12. Necht B = (w1, ..., w,) je baze V nad T, A € T"*". Potom 3!b bilinedrn{ forma na V takova,
ze A je matici b vzhledem k B.

Disledek 13. Kazd4 bilinedrn{ forma na R™ se da vyjadfit ve tvaru b(z,y) = 2T Ay pro matici A € R"*".
Kazdé kvadratickd forma na R” se d4 vyjadiit ve tvaru f(x) = 2T Az pro néjakou symetrickou matici
A e RTLXTL.

Véta 53 (Matice kvadratické formy pii zméné bdze). Necht A € T"*" je matice kvadratické formy f
vzhledem k bazi B a B’ je jina baze, S = pglid|p: matice prechodu. Pak matice f vzhledem k B’ je ST AS.

Dukaz. b(u,v) = [u]gA[v]b = [U]B/STAS[U}B/ = =

Véta 54 (Sylvestrav zdkon setrvacnosti). Bud f(z) = 27 Az kvadratickd forma (tj. A je symetrickd). Potom
3 bédze vidi niz ma matice f diagondlni tvar s prvky 0,+1. Navic je po¢et 1, —1 uréen jednoznacné.

Dikaz. Existence: A je symetricks, tedy 3Q ortogonalni, A diagondlni : A = QAQT. Také A = QTAQ s
vlastnimi ¢isly na diagondle. Pak uvazme diagondlni A’ : X\, = \/IlAil Pak A’AA’ je matice s 0,41 na

diagonale. Tedy A’QT AQA’ = (QA)T A(QA'), tedy jsme nasli hledanou matici piechodu.

Jednoznaénost ukaZeme sporem. Nechf D, D’ jsou diagonalni s prvky 0,41, maji odpovidajici badze B =
{wi,...,wy,}, B = {w},...,w,}. Ozna¢me [u]p =y, [u]gr = 2. Déle bez ijmy na obecnosti f(u) = y? Dy =
Vit Ay —ya = —yiHO0ye 0yl f(w) = 2T Dz = 2i 4 4222 - 24027+ 4020,
D' =STDS,S = plidlg = S je reguldrni, tedy rank(D’) = rank(D) = q = t. Pro spor ddle p # s, bez tijmy
na obecnosti necht p > s : P = span{wy,...,wp}, R = span{w},,...,w;},dim(B) = p,dim(R) =t — 5. Z
véty o dimenzi pruniku a sjednoceni: dim(PNR) =p+t—s—dim(P+R) > p+t—s—t=p—s > 0. Tedy
JuePNR:utoN0>—22 —. .. —zl=flu)=yi+...+9y2>0=¢ 22!

Disledek 14. Je-li A symetricka pievedena ST AS na diagonalni tvar s 0,1, pak pocéty 1 uréuji pocet
kladnych vlastnich ¢isel, pocty -1 pocet zapornych vlastnich ¢isel.

Disledek 15. Je-li A symetrické prevedena ST AS na diagondlni tvar s 0,41, pak A je pozitivné definitni,
pravé kdyz ST AS mé kladnou diagondlu a semidefinitni pravé kdyz mé nezapornou diagonalu.

Definice 25 (Signatura kvadratické formy). Signatura kvadratické formy je (#1, #-1, #0).
Definice 26 (Matice Houscholderovy transformace). Necht z € R", x # o. Pak H(z) = I,, — —#-za”

Véta 55 (Householderova transformace). Bud z,y € R" : z # y, ||z||2 = ||yl|2. Pak y = H(z —y) - z.

° 2ze—y)(z—y) Tz 2(x—y) Tz

e T (ﬁnu_ H(T”’%@*y) (e —y)a—y) e = - TN =0 - 2 (- y) =
_2=l3-2y"2 =yl lelP+lwlP=29"2 N o e=yl3 N N

i = G vl C Y =T -y =e—(z-y) =y &

Dusledek 16. Necht z € R". Definujme H = H(z — ||z|2€;), je-li z # |z|l2e;, H = I,, jinak. Potom
Hzx = ||z]26;.
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