Poznamky - linearni programovani a kombinatorickd optimalizace
Petr Chmel, LS 2018/19

Definice 1 (Linearni{ program v kanonickém tvaru). Linedrni program v kanonickém tvaru je optimalizaén{
tiloha dand matici A € R™*" a vektory b € R™, ¢ € R" s cilem maximalizace ¢’z pro x € R" za podminky
Az <b.

Definice 2 (Linedrn{ program v rovnicovém tvaru). Linedrni program v rovnicovém tvaru je optimaliza¢ni
tloha dand maticf A € R™*" a vektory b € R™ ¢ € R" s cilem maximalizace ¢!z pro z € [0, +00)" za
podminky Az = b.

T

Poznamka (Ucelovd funkce, piipustné a optimdln{ fesenf). ¢’z nazyvédme icelovou funkei.

Pripustné feseni je x € R™ spliujici vSechna omezeni.
Optimalni feseni je pripustné feseni, v némz ucelovd funkce nabyva maxima.

Definice 3 (Celociselny linedrn{ program). Celoé¢iselny linedrni program je optimalizacéni iloha dand matic{
A € R™*™ 3 vektory b € R™, ¢ € R” s cilem maximalizace ¢’z pro € Z" za podminky Az < b.

Definice 4 (Bindrni linedrni program). Bindrni linedrn{ program je celociselny linedrni program s z €
{0,1}"™.

Definice 5 (SmiSeny celociselny program). SmiSeny celo¢iselny program je linedrni program, ktery mé
nékteré proménné celociselné a ostatni redlné.

Definice 6 (Afinn{ prostor, jeho dimenze). Afinni prostor je L C R™ takovd, ze L = z+V prox € R",V C R"
vektorovy podprostor.
Dimenze L je dim(V).

Definice 7 (Afinni obal). Afinn{ obal mnoziny X CR"™ je Y = (L : L je afinni prostor a X C L.

Definice 8 (Afinni kombinace). Afinn{ kombinace bodu xo, ...,z € R™ je libovolny bod nebo vyraz apxo+
oo+ agxg proa; ERD> oy = 1.

Véta 1 (O afinnim obalu a afinn{ kombinaci). Necht X C R". Pak afinn{ obal X je roven Y = {aoxo +
oot agzg keNq e R D>y =12, € X}

Definice 9 (Afinni nezavislost). Rekneme, ze body o, ...,z) jsou afinné nezavislé, pokud Vay,...,a; €
R: > a;=0A>Y az;=0)=>ap=...=a; =0.

Definice 10 (Dimenze mnoziny). Pro X C R™ ozna¢ime dimenzi X jako dimenzi afinniho obalu X.

Definice 11 (Konvexni mnozina). Rekneme, ze X C R" je konvexni, jestlize Yo,y € X : Vt € [0,1] :
tr+ (1 —t)y € X.

Definice 12 (Konvexni obal). Konvexn{ obal X je conv(X) :=({C: C CR", X C C,C konvexni}.

Definice 13 (Konvexn{ kombinace). Konvexni kombinace bodu g, . ..,xr € R™ je agzg + ... + apxi pro
;€ RS‘,Z%’ =1

Véta 2 (O konvexnim obalu a konvexni kombinaci). Bud X C R™. Pak conv(X) = {agzo + ... + agwy :
ke N,Ii € X,Oéi Z O,ZO[Z' = 1}

Dukaz. Zjevné Y je konvexni, tedy conv(X) C Y.
Opacné uvazime y € Y. Vime, ze y € CVC konvexni a C D X. Tedy Y C conv(X). 2]

Véta 3 (O konvexnim obalu s dimenzi{). Necht X C R",dim(X) = d. Pak conv(X) = {aozo + ... + agzy :
z; € X, >0, =1}



Diikaz sporem. Bud y € conv(X),y = apxo + ... + agxy tak, ze k je minimalni.

Pro spor predpokladejme, ze k > d. Pak jsou ovSem «qgx,...,arx, afinné zavislé, tedy existuji 5; € R :
takové, ze Boxo + ...+ Brxr = OADY. B = 0ATi : B; # 0. Tedy §; jsou kladnd i zdpornd. Uvazme
maximélni takové, ze Vi : v8; + a; > 0. Takové ¢islo existuje, jelikoz mnozina feseni je neprézdnd (v = 0
spliiuje), omezend (nékterd 5; jsou zapornd), a uzaviend (z neostrych nerovnosti).

Uvazme kombinaci Y (vf; + a;)a; = 2. Tato kombinace je konvexnf{ - koeficienty jsou nezéporné z vybéru =,
navic Y (v8;i + ;) = > vPi + > a; =0+ 1 = 1. A diky maximalité + existuje i tak, ze v0; + o; = 0, tedy
Ize x vyjadiit jako kombinaci méné bodu, coz je kyzeny spor s minimalitou k. H

Definice 14 (Nadrovina). Nadrovina v R™ je {z € R" : a’x = b} pro néjakd a € R\ {o},b € R.
Definice 15 (Poloprostor). Poloprostor v R™ je {x € R™ : a’'z < b} pro n&jakd a € R™\ {o},b € R.
Definice 16 (Konvexn{ mnohostén). Konvexni mnohostén v R” je prunik koneéné mnoha poloprostoru.

Definice 17 (Omezeny konvexni mnohostén). Rekneme, ze X je omezeny konvexni mnohostén, je-li X
omezena a konvexni mnohostén.

Véta 4 (O oddéleni). Necht C, D jsou konvexni, disjunktni, uzaviené a C' je omezen4.

Pak existuje nadrovina silné oddélujici C, D, tj. 3a e R*, b e R: C C{z € R* : aTx < b},D C {z € R" :
T

a’z > b}.

Dikaz. TODO H

Véta 5 (Minkowski-Weylova véta). X je omezeny konvexn{ mnohostén, pravé kdyz 3V C R™ : V je koneénd
a X = conv(V).

Dikaz. TODO H

Definice 18 (Te¢nd nadrovina, sténa). Necht ¢ € R, ¢ € R, P C R™ je konvexn{ mnohostén. Pak L = {z €
R" : ¢z =t} je teénd nadrovina, jestlize Vo € P:clo <tAJx e P:clo =T.
Navic, {z € P: cla =t} = LN P se nazyvé (vlastni) sténa P. (), P jsou také stény, oviem nevlastni.

Definice 19 (Vrchol, hrana, faseta). Necht P C R™ je konvexn{ mnohostén, dim(P) = d, F' je sténa P.
Je-li dim(F') = 0, fekneme, ze F je vrchol P.

Je-li dim(F') =1, fekneme, ze F' je hrana P.

Je-li dim(F) = d — 1, fekneme, 7ze F' je faseta P.

Véta 6. Nechf P C R" je konvexni mnohostén.
Zadefinujeme Ve :={x € P : x & conv(P \ {z})} a oznac¢ime V mnozinu vrcholu.
Pak plati V' = V., navic pokud P je omezend, tak P = conv(V).

Dikaz. TODO i

Véta 7 (Prinik stén je sténa). Necht E, F jsou stény konvexnfho mnohosténu P C R™. Pak EN F je také
sténa.

Dikaz. TODO H

Véta 8 (Sténa stény je sténa). Nechf E je sténa konvexniho mnohosténu P, F C E.
Pak F' je sténa P, pravé kdyz F je sténa E.

Dikaz. TODO H

Definice 20 (Minimaln{ popis mnohosténu). Nechf P = {z € R": A’z =V A A”b <V} # () je mnohostén.
Pak popis P je minimalni, jestlize nemuzeme zddnou podminku vynechat a nemuzeme zadnou rovnici zmeénit
na rovnici bez zmény P.

Lemma 1 (O bodu mimo stény). Necht z € P spliiuje A"z < b". Pak
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e dim(P) =n — rank(A4’)
e 2 nelezi v zadné vlastni sténé
Navic, pokud je P minimalni, tak takové z existuje.
Diikaz. TODO H

Veéta 9 (Nerovnice v minimdlnim popisu a fasety). V minimdlnim popisu P # @ nerovnice odpovidaji
vzajemné jednoznacné fasetdm P. Navic, kazda vlastni sténa je podmnozinou néjaké fasety.

Dikaz. TODO H

Véta 10 (Jednozna¢nost minimdlniho popisu). Necht P C R™ je mnohostén, dim(P) = n. Pak minimdln{
popis P je dany jednozna¢né az na nasobky nerovnic.

Diikaz. TODO H
Véta 11. Kazd4 sténa F je prunikem néjakych faset. Navic je prunikem pravé dim(P) — dim(FE) faset.

Definice 21 (Bdze, bazické feseni a piipustnost baze). Pro B C [n] : Ap = a.p je podmatice matice A
praveé se sloupci s indexy z B. Analogicky pro vektory.

Rekneme, 7e B je béze, jestlize je Ap reguldrni.

Bézické feseni odpovidajici B jex : Vi € B : x; = 0.

Rekneme, Ze béze je piipustnd, jestlize jeji odpovidajici bazické x je pifpustné.

Lemma 2. Nechf z je pripustné feseni LP. Bud K = {i : z; # 0}. Pak z je bdzické < Ay m4 linedrné
nezavislé sloupce.

Diikaz. TODO H
Lemma 3. Piipustna bazicka feSeni jsou pravé vrcholy mnohosténu piipustnych feSeni.
Diukaz. TODO H

Definice 22 (Simplexova tabulka). Simplexovd tabulka odpovidajici bézi B je soustava m + 1 linedrnich
rovnic ekvivalentni soustavé Az = b,c’x = z s proménnymi x,z takové, Ze koeficienty u zp a z tvoif
jednotkovou matici.

Zapisujeme 5 = p+ Qrn,z = 20 + 7l zy pro N = [n] \ B.

Lemma 4. V simplexové tabulce je p = Alglb7 Q= A;AM z0 = CTAglb, r =néjaky osklivy vyraz.

Lemma 5 (Farkasovo pro nerovnice). Necht A € R™*" b € R™. Soustava Az < b m4 feSeni < neexistuje
yeER™:y>0,ATy =0,bTy <0.

Diikaz. TODO H
TODO: chybi osma? prednéska

Véta 12 (O dualité). Nechtf (P) je primédrni a (D) je dudlni linedrni program. Pak pro né plati pravé jedna
z moznosti

1. oba jsou nepiipustné
2. jeden je neomezeny a druhy je nepiipustny
3. oba jsou pifpustné s optimy z*,3* : ¢Ta* = bTy*.
Diikaz. TODO H

Véta 13 (Podminky komplementarity). Necht x,y jsou piipustnd feSeni pro (P) a (D). Pak z,y jsou
optimalni < Vj € [n] : (Ajwe =b; Vy; =0).



Dikaz. TODO B

Definice 23 (KuZel, polyedrdln{ kuzel). C' C R™ se nazyvé kuzel, je-li uzaviend na nezdporné linedrn{
kombinace.
C je polyedrélni kuzel (jehlan), jestlize C' je zdroven kuzel a konvexni mnohostén.

Véta 14. C je polyedralni kuzel, jestlize existuje koneénd V' C R"™ takové, ze X je mnozina vSech nezédpornych
linedrnich kombinaci bodu z V.

Véta 15 (Minkowski-Weylova, silngjsi verze bez dk). X C R™ je konvexni mnohostén < existuje omezeny
konveni mnohostén P a polyedralni kuzel tak, ze X C P+ C.

Definice 24 (Kontrakee cyklu). Kontrakece cyklu C' v grafu G je multigraf G/C : V(G/C) = (V(G) \
V() U{zc}, E(G/C) = U {{u, v} u U {{u, zc}}-

uwEG\C{u,v} € E(G) {u.v}€B(G)ueG\C el

Pozorovani. Ze zlepsujici cesty v G’ 1ze zkonstruovat zlepsujici cestu v G. Totéz plati pro perfektni parovan{
(pro liché cykly).

Algoritmus 1 (,,Edmondsuv kytickovy“). TODO
Algoritmus 2 (Pdrovan{ minimdln{ ceny v obecnych grafech). TODO

Definice 25 (Totalné unimoduldrni matice). Matice je totdlné unimoduldrni, jestlize determinant kazdé
¢tvercové podmatice je 1,0 nebo —1.

Véta 16 (Vrcholy polytopu daného TUM jsou celoéiselné). Necht A je totdlné unimoduldrni, b € Z™. Pak
mnohostény {z € R"|Ax <bAz >0}, {z € R"|Az = b Az > 0} maji vSechny vrcholy celo¢iselné.
Pak pifpustné LP max c?z, Az < b,z > 0 maji celoéiselné optimum, pokud maji optimum.

Dikaz. TODO H

Pozorovani (O TUM). TU matice maji pouze prvky 0,—1, 1.
Totélni unimodularita se zachovava pii permutaci fadku a transpozici, vynasobenim fadku -1, pfidanim
nebo vynechdnim fadku s jednotkovym vektorem.

Véta 17 (Postacujici podminka totdlni unimodularity). A je totélné unimoduldrni, pokud kazdy sloupec
obsahuje nejvyse jednou 1 a nejvyse jednou —1.

Dikaz. TODO H

Véta 18 (Charakteristika TUM). Nechf A ma nejvyse dva nenulové prvky v kazdém sloupci. Pak A je
totalné unimodularni, pravé kdyz prendsobenim nékterych radku -1 lze dostat A do tvaru, v némz obsahuje
kazdy sloupec nejvyse jednou 1 a nejvyse jednou -1.

Dukaz. TODO i

Véta 19 (Incidenéni matice orientovaného grafu je TU). Incidenéni matice orientovaného grafu je totdlné
unimodulédrni.

Véta 20 (O incidenéni matici neorientovaného grafu a TU). Incidenéni matice neorientovaného grafu G je
totalné unimodularni, pravé kdyz G je bipartitni.

Véta 21 (Konigovo lemma). V bipartitnim grafu je velikost maximdalniho parovani rovna velikosti mi-
nimalniho vrcholového pokryti.

Definice 26 (Matroid). Necht S je koneéna mnoiina, I C 2°. Pak (S, I) je nazyvan matroid, jestlize spliuje
nasledujici:

1. 0el

2. I je uzaviena na podmnoziny



3. VA C S : vSechny nezavislé mnoziny J C A maximalni vzhledem k inkluzi maji stejnou velikost.

Véta 22 (Véta o viméné v matroidu). B C 29 je systém bazi néjakého matroidu < VB, By € B : Va €
Bl\BQHbEBQ : (Bl\{a})u{b} EB/\B#@

Dikaz. TODO i

Véta 23 (Algoritmus pro maximalni nezdvislou mnozinu v matroidu). Maximélni nezdvislou mnozinu v
matroidu lze nalézt hladové.

Definice 27 (Mnohostén matroidu). P = {z : Ve > 0 : z. > 0AVA : Y _, 2. < 7(A)} nazveme
mnohosténem matroidu.

Véta 24. P je omezeny a celoéiselny, navic P = conv({z4|A € I}): 22 =1 e € A a0 jinak.

e

Véta 25. Mnohostén pruniku dvou matroidu je celociselny.
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