Poznamky - matematicka analyza I
Petr Chmel

Zakladni véty a dikazy
Véta 1 (Bernoulliova nerovnost). Ve € R: 2> -2 neN: (1+z)* > 1+nzx

indukci podle n. n = 1,n = 2 zjevné plati.
n>1:(1+2)"? = (1+2)"(1+2)? > (1+nz)(1+22+2%) = 1+ (n+2)z+2%((1+2)n+1) > 1+(n+2)z O

Tvrzeni 1 (Prvocisel je nekoneéné mnoho).

Diikaz. Sporem: af si je nejvéts prvoéislo: pak viechna prvoéisla vyndsobim a pfi¢tu jednicku - pak tohle
¢islo neni délitelné zadnym ze znamych prvocisel - spor. O

Lemma 1 (Iracionalita v/2). v2 € R\ Q

2
Diikaz sporem. Necht v/2 = b A p,q nesoudélnd, p € Z \ {0}, ¢ € N. Pak p—Q =2=3kecZ\{0}:p=2k=
q q

4k? 2

— =2= % = 2. Ze stejného argumentu jako vyse: ¢ = 2[,] € N. Pak ovSem p i ¢ jsou délitelné dvéma,
q

tedy jsou soudélnd, coz je spor. O

Definice 1 (Zavory, supremum, infimum, omezend mnozina). Necht < je ¢dstecné usporadani na X. Pak
e z € X je horni zdvora A C X, pokudVa € A:a <z
e z € X je dolni zdvora A C X, pokudVa e A:x < a

e z € X je supremum A C X, pokud z je horni zdvora A a pr kazdou horni zdvoru ' mnoziny A plati
z<z.

z € X je infimum A C X, pokud z je dolni zdvora A a pr kazdou horni zdvoru z’ mnoziny A plati
z < z.

e A C X je shora omezend, pokud A ma horni zdvoru

e A C X je zdola omezend, pokud A ma dolni zavoru

e pokud existuji, jsou supremum a infimum dany jednoznaéné
Definice 2 (Téleso). Téleso je (T),-,+) takova, ze:

e Va,becT :a+b=b+a

o Va,b,ceT:(a+b)+c=a+(b+c¢)

e 0cT:VacT:0+a=a

eVaeTIHeT:a+b=0

e Ya,be T :ab=ba

o Ya,b,c € T : (ab)c = a(be)

e dleT:VaeT:la=a

e VaeT\{0}FbeT:ab=1

e Vg,b,ceT:(a+b) -¢c=ac+bc

e 0#£1



Pozndmka (Axiom tplnosti). VX, Y CR t.z2.Ve € X,Vy € Y : © < y existuje ¢ € R splaujici Vo € X : © <
cAYyeY :c<uy.

Disledek 1 (Existence suprema a infima omezené mnoziny v R). Kazd4 neprdzdnd shora omezend podmnozina
R mé supremum. Kazda neprazdné zdola omezend podmnozina R mé infimum.

Diikaz. 1. ¢éast: Necht X je neprdzdnd a shora omezend. Definujeme Y = {y € R : Vo € X : x < y} - mnozinu
vSech hornich zavor X - ta je neprazdnd. Dle axiomu tUplnosti 3Jc e R: Ve € X : x < cAVyeY :c <.
Tedy c je horni zdvora X, kterd je mensi nebo rovna vSem hornim zavoram, tedy je supremem. O

Véta 2 (Cantorova véta o vnofovani intervali). Necht [a1,b1] > [ag,ba] > ... > [an,by] > ... jsou vnorené
uzaviené intervaly. Pak N2, [ay,, by] # 0. Pokud navic délky intervalt jsou k nule (infimum mnoziny délek
je 0), pak Jla € R, které lez{ v pruniku: NS4 [an, by] = {a}.

Diikaz. 7 vnofenosti intervalu plyne a1 < as < ...ap, < ... <b, < ... < by < by Definujeme A = {a, €
R,n € N}, B = {b, € R,n € N}. A je neprdzdna a shora omezend, tedy mé supremum («). B je neprazdnd a
zdola omezend, tedy m4 infimum (3). Déle Vn € N : [, 8] C [an, bs], tudiz [, 8] C NS4 [an, by], tedy prunik
je neprazdny. Pokud inf |b, — a,| =0, pak |8 —a| =0, tedy 8 = «, tedy [o, 8] = {a} O

Definice 3 (Nekoneénd a spocetnd mnozina). M je nekoneénd, pokud existuje prosté zobrazeni z M do M,
které neni na.
M je spocetna, pokud existuje bijekce N — M. M je nespocetnd, pokud neni spocetna a je nekonec¢na

Véta 3 (Cantorova véta o nespocetnosti redlnych ¢isel). Neexistuje zobrazeni na f : N — R

Diikaz. Ukézeme, ze X = {0.cicacs... : Vi € N:¢; € {0,1}} C R je nespocetnd, tedy neexistuje bijekce
N— X.

Sporem: necht takovd bijekce existuje. Pak n € N se zobrazi na z = 0.chi1cpacn3... € X - vytvoiime si
ytabulku“. Nyni uvazme ¢éislo p = 0,€11¢22.--Cnn - .-, kde G5 = 1 — ¢;;. Toto &islo se s kazdym &islem v
tabulce 1isi v alespon jedné ¢islici, tedy neni v tabulce, tedy bijekce nemuze existovat. O

Definice 4 (Nekoneénd posloupnost, monotonie, omezenost). Nekonecnd posloupnost prvku neprazdné
mnoziny A je zobrazeni, které n — a, z N do A. Takovou posloupnost znacime (a,)3 ;. Posloupnost
je

e neklesajici, pokud a, < ap4+1Vn € N
e rostouci, pokud a, < ap+1Vn € N

e nerostouci, pokud a,, > a,+1Vn € N

e klesajici, pokud a,, > a,+1Vn € N
e monoténni, pokud je nerostouci nebo neklesajici
e shora/zdola omezend, pokud je mnozina ¢lent shora/zdola omezena.

Definice 5 (Limita posloupnosti). Nechf (a,) je posloupnost redlnych cisel. Cislo a € R je limita (a,),
piseme lim,, o0 g, = a, pokud Ve > 03ng € N:Vn > ng : |a, — a|] < e. Pak o (a,,) Fekneme, ze konverguje a
ma vlastni limitu. Jinak fikdme, Ze posloupnost diverguje.

Posloupnost (a,,) redlnych ¢isel m4 limitu rovnou oo, pokud Vk € RIng e N:Vn € N :n >ng :a, > k.
Posloupnost (a,,) redlnych éfsel ma limitu rovnou —oo, pokud Vk € RIng e N:Vn € N :n < ng:a, > k.
Pak tikame, ze posloupnost ma nevlastni limitu.

Véta 4 (Jednoznac¢nost limity). Limita posloupnosti je uréena jednoznaé¢né, pokud existuje.

_ |A-B|
€= "3

Diikaz. Sporem: af si mé& dvé limity A # B. Pak vezmeme - spor. O

Véta 5 (Limita monoténni posloupnosti). Je-li (a,) C R neklesajici a shora omezend, pak konverguje.



Poznamka. Symetricky plati pro nerostouci a zdola omezenou. Pokud je posloupnost monoténni a neome-
zend, ma nevlastni limitu. Stac¢i, ze posloupnost je monoténni od néjakého ng dal.

Dikaz. A = {a, : n € N} je shora omezend, tedy existuje jeji supremum a. Pak Yn € N : a,, < a AVe >
03ng : an, > a — e. Diky monotonii pro n < ng : a, > an, > a —¢e. Tedy Vn > nog, € (a — €, a), tedy
lima, = a. O

Definice 6. (b,) je podposloupnost (a,), pokud existuje oste rostouci zobrazeni f : N — N takové, ze
bn = ag(m)-

Véta 6 (O limité podposloupnosti). Je-li (a,,) podposloupnosti (b,) a (b,) ma limitu, pak lima, = limb,.
Diikaz. Uvéazime posloupnost indexu a z ni se ngjak ukaze: Ing, pak Jkg : kg > ng. O
Véta 7 (Aritmetika limit). Necht (a,), (b,) jsou konvergentni posloupnosti s limitami a, b. Pak

1. (an + by) konverguje a jeji limita je a + b

2. (ay, - by,) konverguje a jejf limita je a- b

3. pokud b # 0 A b, # 0Vn, pak (%n) konverguje a jeji limita je 7

Dikaz. 1. Dle trojuhelnikové nerovnosti méme |(a, + b,) — (a + b)| < |a, — a| + |b, — b|. Z pfedpokladu
vime, ze Ve’ > 03ng : Vn < ng : lap, —a| < &, |b, —b| < &’. Tedy Vn < ng : |(an+bn)—(a+b)| < 2" =¢,
€

tedy pro ndm dané e volime &’ = 3

2. Dle trojihelnikové nerovnosti mame |anb, —ab| = |(an —a)by, +a(by, —b)| < |a, —a||bn|+]al|by, —b|. Pak
V0 <& <13ng:Vn > ng: lap—al < e'Alb,—b| < &'Alby| < |b]+1. Tedy |anb,—ab| < &'(|a|+|b|+1) = €.
€

Tedy volime ¢’/ = ——F———
Y la|+ o[+ 1
O

Véta 8 (Ndsobeni limitni nulou (o omezené a mizejici posloupnosti)). Necht (a,) je omezend a (b,) kon-
verguje k 0. Pak lim(a,, - b,) = 0.

Diikaz. TODP O
Véta 9 (Limita a uspofddan{). Necht (ay), (b,) maji vlastn{ limity a, b.

1. Kdyz a < b, pak dng : Vn > ng : an, < by,.

2. Kdyz pro néjaké ng plati, ze Vn > ng je a, < by, pak a <b.

Diikaz. 1. BUNO: a < b. VezrnemeO<€§b*?“.PakElng:Vn>n0:an<a+€<b—€<bn.
2. sporem: Yn : n > ng = a, < b, Aa > b Spor z 1. O]

Véta 10 (O dvou policajtech). Necht (a,), (by), (¢n) splijf lima,, = lime, =a € RA3Ing : ¥n > ng : a, <
b, < c,. Pak b, konverguje a jeji limita je a-

Diikaz. Pozorovani, pokud c,e € I, kde I je interval, pak Vd:c < d<e=d € I.
Z predpokladu Ve > 03ng : VYn > ng plati a,, ¢, € (a—¢,a+¢). Vzhledem k pozorovani: b, € (a—e,a+¢e). O

Véta 11 (Rozgffend aritmetika limit (15)). Necht (ay), (b,) jsou posloupnosti s limitami a,b € R*. Pak
1. lima, + b, = a + b MPSS
2. lima, - b, = ab MPSS
3. Vn: b, #0, paklima, /b, = a/b MPSS

Véta 12 (O monoténni posloupnosti). Kazdéd posloupnost redlnych ¢isel mé monoténni podposloupnost.



Dikaz. Indexem j za¢ind dobra podposloupnost, pokud 3k = k1 < ko < ... t.Z. ag, < ag, < ...

Indexem j zac¢ind Spatnd podposloupnost, pokud 3k = k1 < ko < ... <kj t.2. ag, < ag, < ... < ag; Nag; >
nvn > kj.

Kazdé k je zacatkem dobré nebo §patné posloupnosti.

Index 1 je zacatkem dobré nebo $patné podposloupnosti. Dobréa: v'. Spatnd: oznaéime m; posledni index
§patné posloupnosti a vysetifme m; + 1. Takto budeme pokracovat a bud’ najdeme debrou podposloupnost,
nebo sestrojime nekone¢nou podposloupnost mi, ma,... t.Z. Gm, > am, > ..., coZ je nekonecna klesajici
podposloupnost a,,. ]

Véta 13 (Bolzano-Weierstrassova). Kazda omezena posloupnost mé konvergentni podposloupnost. (Toto
lze rozsifit na neomezené posloupnosti, pak mé (ne)vlastnf limitu).

Diikaz. Dle predchozi véty mé tato posloupnost monoténni podposloupnost, kterd je téz omezend. Dle véty
o limité monoténni posloupnosti tato podposloupnost konverguje. O

Definice 7 (Cauchyovskost). (a,) je cauchyovskd, pokud Ve > 03ng € N: Vn,m > ng : |an, — am| < &
Véta 14 (Cauchyova podminka). Posloupnost redlnych éisel je konvergentni < je cauchyovska.
Diikaz. ,<“: TODO O

Definice 8 (Hromadny bod, limes superior, limes inferior). Necht (ay,) je posloupnost realnych &isel, A € R*.
Rekneme, ze A je hromadny4 bod (a,,), pokud existuje podposloupnost (ay, ) t.z. limay, = A. Jako H((ay,))
ozna¢ime mnozinu hromadnych bodu posloupnosti.

liminf a,, = min(H ((ay,))), limsup a,, = max(H ((a))).

Véta 15 (Ekvivalentni definice limsup a liminf). Definujeme b, := supa,, ni1, ... & Cp := SUPAn, Cpil, - - -
Pak lim b,, = lim sup a,,, lim ¢,, = liminf a,,

Diikaz. TODO O
Véta 16 (Limita existuje < limsup = liminf). Limita (a,) existuje < limsup a,, = liminf a,, = lim a,,.
Dikaz. TODO O

Definice 9 (Nekoneénd fada). Je-li (a,,) posloupnost, > a, nazyvame fadou, a, je n-tym clenem Fady,
Sk = ZZ=1 ay, je k-ty ¢dsteény soucet fady. Soucet fady je limg_, o sk. Budeme psat > a,, = limg_, o Sk-
Rada konverguje, pokud konverguje limita. Pokud limita je nevlastni, pok fada diverguje. Pokud fada nemé
soucet, nékdy fikdme Ze osciluje.

Véta 17 (Divergence harmonické fady). Harmonickd fada diverguje.

Diikaz. Uvazme Zik’:kﬂ L> & =1 Tedyprok = 2": s, > 1+logy(k)-0.5. A lim sj, > lim(1+logy(k)-0.5) =
~+00. O

Véta 18 (Nutnd podminka konvergence). Necht > a,, konverguje. Potom lima,, = 0

Dukaz. lima,, = lim(s, — $p—1) AL im S$p —lims,_1 =5 — 8 = 0. Protoze fada konverguje, s,, ma vlastni
limitu. O

Véta 19 (Cauchyova podminka pro fady). Rada je konvergentni < Ve > 03ng € N:Vn,m >ng:n>n:
|2k ak| <e

Dikaz. ¥e > 03ng € N:Vn,m >ng:n >n: |, a| <e < Ve>0Ing e N:Vn,m >ng:n>n:
| — $n—1| < &. Dle Cauchyovy podminky pro posloupnosti < (s,) konverguje < > a, K O

Véta 20 (Linearni kombinace fad). Necht Y an, Y. b, jsou fady majici soucet. Pak
1. Pro a € R t.z. a ) ay, je definovén: > aa, = a ay.
2. Je-li Y an + Y by definovany vyraz, pak > (an +bn) =D an + Y bn.



Diikaz. Cviceni na aritmetiku limit. O
Véta 21 (Srovndvaci kritérium). Necht a,,,b, > 0Vn € N.

1. Pokud 3ng e N:Vn >ng :a, <by AD b, K, pak > a, K.

2. Necht lim ‘;—: = L € R*. Pak

e 0<L<x:Yy a, K& Y b K
e L=0:>b,K=>a, K
e L=c0:>a, K=Y b, K

Diikaz. Oznaéme syi, ty, Casteéné soucty an,, by,. Posloupnosti s, ¢ jsou neklesajici, tedy pro konvergenci staci
dokéazat omezenost shora.

1. sx < tp NEmusf platit (ani pro libovolné velkd k) - a,, = b,Vn > ng;a, = b, + 1¥n < ng. Ale vime, ze
Sk <tk + Sng(—tn, ). Pokud je tj shora omezend, pak ¢ + si je téz shora omezend, tedy si je také shora
omezena.

2. Limita rovna nule: tedy Ing = Vn > ng : Zn < 1, tedy a, < by, tedy 1.

Limita rovna nekoneé¢nu: Tedy dng = Vn > ng : ‘;—: > 1, tedy a, > by, tedy 1 s prohozenim a,, by,.

Limita mezi (I € (0,00): Inp : Vn > ngl/2 = i—: < 2l: Zleva doprava: pouzijeme 1 s b, /2, a,,. Zprava doleva:
pouzijeme 1 s a,, 2lb, [

Véta 22 (D’Alembertovo podilové kritérium). Necht a,, > 0Vn € N
1. Pokud 3¢ € (0;1) Any € N:Vn >ng: 225 < g= 3 a, K
2. Pokud limsup =25 < 1=} a, K
3. Pokud lim “#= < 1= Y a, K

4. Existuje posloupnost b,, s limsup bz“ > 1, jez konverguje.

5. Pokud lim% >1=>a,D

Dikaz. 1=2=3

1: Ukdzu, ze Y7 q K, pak Y a, K. Predpoklddejme ng = 1, T < g = aptr < qap = ap < a g™t -
plat{ z indukce. Vime, ze ¢ < 1= Y. ¢"K = Y a1¢" ' K = Y a,, K ze srovnavactho kritéria.

5:lim #25 =1 > 1 - ddle jako v 1 s opaénym vysledkem. O

Véta 23 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Necht a,, > 0v¥n € N
1. Pokud 3q € (0;1) Ang eN:Vn>n0:a§ <qg=>Y a, K
2. Pokud lim sup a}/” <l=>a, K
3. Pokud limay" < 1= Y a, K
4. Pokud lim sup a}/n >1=>a,D
5. Pokud limay" > 1= Y a, D

Diikaz. 1. Pokud ay/™ < q, tak a,, < ¢"Vn > ng. Pak ze srovnavaciho kritéria a geometrické rady s 0 < g < 1.

1= 2: limsupa, < ¢,. 2= 3: Z definice asi 1 = 2: limsupa}/" =c¢>1YneIn > ng tzay ™ > 1+ (cgl),
tedy a, > (1+ (“g—l))” - a tato posloupnost diverguje dle nutné podminky. 2 = 3: Z definice asi O

Definice 10. Rekneme, ze fada konverguje absolutné, pokud 3 |a,,| konverguje.

Véta 24 (AK implikuje K). Pokud rada konverguje absolutné, pak konverguje.



Dikaz. Ymyn;m > n: |aps1 + -+ am| < ant1] + oo F lam] = llan + 1]+ ... + |aw|]- Tedy pokud Y |ay]
spliiuje Cauchyho podminku pro fady, pak > a, ji splituje téz O

Véta 25 (Leibnizovo kritérium). Necht (a,) je nerostouci a lima,, = 0. Pak Y (-1)"*1a, K.

Diikaz. Pozorovani: pro by >bg > ... > 0: s :=by — by + ...+ —b € [0;b1].
Ze zadéani: Vedng : Vn > ng : ane (a a, > 0). Tedy Ve > 03ng : n,m > ng,n liché (pro n sudé vytkneme -1):
S (=) tay € [05a,] + |0, (—1)"1a;| < e. Dle Cauchyovy podminky fada konverguje. O

Véta 26 (Abelovo a Dirichletovo kritérium (18)). Necht (ay), (b,) jsou posloupnosti, (a,) je nerostouci a
nezapornd. Pak

1. (Dirichlet) Kdyz lima,, = 0 a b,, m4 omezené ¢astetné soucty, pak > (a,b,) K
2. (Abel) Kdyz Y b, K, pak > (anb,) K
Véta 27 (Cauchyovo kondenzac¢ni kritérium). Kdyz a1 > as > ... >0, pak > 2"am K < > a, K.

Drukaz. sy, - souCty a,, ti - soucty té druhé.

»<=“: Piedpoklad: sy K, chceme t;, K. Mé&jme k,m € Nym > 2%, s, < ay +as + (a3 +ag) +...+ (@gr-141 +
s age) > a1/2 4+ az +2ay ...+ 28 lag = %“ ty. je shora omezend a také je neklesajici, tedy > 2"aqn K.
»—* TODO, podobné O

Dusledek 2 (CKK a funkce zeta).
Diikaz. O
Definice 11. Necht p: N — N je bijekce a _ a, je fada. Pak ap(pn) je pierovnanim rady.

Véta 28 (Riemannova o pierovnani fad (16)). Necht Y a, K, ale ne absolutné. Pak Va € R* existuje
p: N = N bijektivni t.z. Y apm) = .

Véta 29 (Prerovnani absolutné konvergentni fady). Nechf Y a, AK. Pak pro libovolné prerovnani fad p
plati ) apm) AK. (A soucty se rovnaji).

Dikaz. TODO ]

n

Definice 12. Exponencidlni funkce e” = exp(x) := > ° %;

Véta 30 (Vlastnosti funkce e*). Va,y € R: exp(x + y) = exp(z) - exp(y).

Diikaz. Rozepsani. O

T

Véta 31 (Vyjadieni e pomoci limity posloupnosti (14)). Vo € R: lim(1 + )" = e*.

, cos(z) = Y0, LT

Definice 13 (Sinus, kosinus). Pro z € R :. sin(z) = Y. °7 (a2 0 (2,

n=0 (2n+1)!
Obé fady konverguji z podilového kritéria

Definice 14 (Okoli¢ka). Pro a € R,§ > 0:
U(a,0) := (a — d;a+ J) - 6-okolf bodu
U(o0,8) := (3;00)

Prstencové okoli: P(a,d) = (a — J;a+0) \ {a}
Déle prava a leva okolicka...

Definice 15 (Limita funkce v bodg). Necht f: M — R, kde M C R, a € R* je hormadny bod M, A € R*.
Pak lim, . f(z) = A< Ve > 035 >9: f(P(a,0) "N M) CU(4,¢).

Definice 16 (Jednostrannd limita funkce v bodé). Nechf f: M — R, kde M C R, a € R* je hormadny bod
M, AR

Pak lim,_,q+ f(x) = A< Ve > 036 > 9: f(PT(a,0) N M) C U(A,e).

V 4 — oo jednostranné limity neuvazujeme.



Definice 17 (Spojitost (i jednostranna)). Nechf f: M — R,a € M. Pak f je v a spojita prave tehdy kdyz
VYedd > 0: f(U(a,8) N M) C U(f(a),e).
Déle f je v a spojitd zprava pravé tehdy kdyz Vedd > 0: f(UT(a,8) N M) C U(f(a),e).

Véta 32 (Jednoznacnost limity funkce). Pokud limita funkce v bodé existuje, je uréena jednoznacné.

Diikaz. At mé funkce v bodé a dvé limity: A # B. Pak vezmeme ¢ > 0t.2.U(A,e) NU(B,e) = 0 (coz lze).
Pak by mélo existovat vhodné delta z definice, ale to neexistuje. O

Véta 33 (Heineho véta). Necht a € R* je hromadny bod M, A € R* a f: M — R. Pak NTJE:
1. lim,, f(z)=A
2. Y(x,) C M :limz, =aAx, #a¥n € Nje lim f(z,) = A
Diikaz. TODO O
Véta 34 (Aritmetika limit funkef (16)). a € Rx, f, g def. na P(a), limity jsou A, B € R*. Pak
1. limita souctu je soucet limit
2. limita soucinu je soucin limit
3. je-li navic g(x) na néjakém prstencovém okoli nenulové je limita podilu rovna podilu limit.
Ve vsech piipadech ma-li pravé strana smysl.

Véta 35 (Limita monoténni funkce). Necht a,b € R*,a < b, f : (a,b) — R je monoténni funkce. Pak limity
v krajnich bodech intervalu existuji.

Diikaz. Necht f je na (a,b) neklesajici. Pak ziejmé lim,_;, = sup(f((a,b))). Dalsf tii piipady analogicky. O
Véta 36 (Limita funkce a usporadani (1§)). Necht f, g, h je definované na prst. okoli a € R*. Pak

1. limg g f(z) > limy g g(z) = 30 > 0: Vo € P(a,d) : f(g) > g(x).

2. 36 >0:Vz € P(a,d) : f(g) > g(x) = limy,—,, f(z) > lim,_,, g(z).

3. limyy, f(z) =limyo h(x) = A€R* AT > 0: Ve € P(a,d) : f(z) <g(z) < h(z) =lim, ,g9(x)=A

Véta 37 (Limita slozené funkce). a, A, B € R*, f def min. na P(A),lim,_,4 f(z) = B, g def min. na P(a),
lim,,, g(z) = A a f je v A spojitd nebo g se na okoli nerovnd A, pak lim,_,, f(g(z)) = B.

Diikaz. Hrani si s intervaly a definicemi. O
Definice 18 (Spojitost na intervalu). f je spojitd na intervalu, kdyz je spojitd v kazdém bodé intervalu.

Véta 38 (Darbouxova o mezihodnoté). Necht a,b,y € R,a < b, f : [a,b] — R spojitd na [a,b] a f(a) <y <
f(b). Pak Ja € [a,b] : f(a) =y.

Dikaz. TODO ]

Véta 39 (Obraz intervalu spojitou funkei). Kdyz I C R je interval a f : I — R je na I spojitd, pak f(I) C R
je téz interval

Drikaz. Plyne z Darbouxovy véty o stfedni hodnoté. O

Véta 40 (Extrémy spojité funkce). Necht a,b € R,a < b, f : [a,b] — R spojitd na [a,b]. Potom f([a,b]) ma
minimum a maximum.

Dikaz. TODO O



Definice 19 (Inverzni funkce a monotonie). Necht f : M — R je prostd funkce Pak definujeme inverzni
funkci f=1: f(M) = M : f~Hy) =z f(z) =y.

Véta 41 (Spojitost inverzni funkce (1§)). Necht I je interval a f : I — R je spojitd, rostouci funkce. Pak
f~t:J = f(I) — I je na J spojita a rostouci.

Definice 20 (Derivace). a € R,6 > 0, f : U(a,d) — R. Pak derivace funkce v bodé je f/(a) = lim,_,, f(x) f(a)
pokud tato limita existuje.
Analogicky definujeme jednostranné derivace.

Véta 42 (Derivace a spojitost). Necht a € R,§ > 0, f : U(a,d) — R a existuje vlastni derivace f v a:
f'(a) € R. Pak f je spojitd v a.

Diikaz. 7 definice pro dané € > 036 > 0: 0 < |z — a| < dg = |f(x) — f(a) = (f'(a)f(z —a))| < €|z — a| =
|f(z) = fla)] < |z —al(e +[f'(a)]). Tedy pro dané € volim & = min({do, 5y })- O

Véta 43 (Aritmetika derivaci - Dk pouze Leibnizova formule). a € R, 6 > 0, f,g: U(a,0) = R, f'(a),¢'(a) —
R* Pak
L (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a), MPSS
2. (Leibnizova formule) (fg)'(A) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a), MPSS a f nebo g je v a spojité.

) =
3. g(a) # 0, g spojitd v a, pak (i) (a) = %W, MPSS.

Dikaz. BUNO g spojitd v a. Pak (fg)'(a) = lim,_, f(fL’)g(l’) f(a)g(a) = lim,_., g(z)(f(z)=f(a))+f(a)(g(z)—g(a)) AL
limy s 9(2) - Timg o TEZHD 4 f(0) - limgosa M — 9(a)f'(a) + f(a)g'(a) O

Véta 44 (Derivace slozené funkce (16)). a,b € R, f def na okoli b, g def na okoli a, g(a) = b, g spojitd v a a
existuji derivace ¢'(a), f'(b) € R*. Pak (f o g)'(a) = f'(b)g'(A) = f'(g(a))g’'(a), MPSS

Véta 45 (Derivace inverzni funkce (1§)). Necht J je interval a f : J — R spojitd na J je rostouci nebo
klesajici, a € J je vnitin{ bod intervalu, f(a) = b A 3f'(a) € R*. Pak inverzni funkce mé v b derivaci

(f~X(b) = a) a plati:
/ -1y _ 1 _ 1
1. Pokud f (a) 7é 07 pak (f ) (a) = m = W
2. Pokud f'(a) =0 a f je rostouci, pak (f~!)'(a) = oo
3. Pokud f’(a) =0 a f je klesajici, pak (f~1)"(a) = —c0

Definice 21 (Lokaln{ extrémy). Nech’t a € M C R, f : M — R Funkce f mé v a extrém (dle jména), pokud
36 > 0:Vz € P(a,d)f(x) néco f(a).

Véta 46 (Nutnd podminka existence lokdlntho extrému). f : U(a,d) — R,0 > 0, f'(a) # 0 a derivace
existuje. Pak f nemd v a lokdlni extrém.

Diikaz. Pro libovolné § najdeme b,c € P(a,8) t.z. f(b) < f(a) < f(c). BUNO: f'(a) < 0, tedy z definice
derivace zjistime, ze f(x) — f(a) > 0 - muzeme vzit libovolné c. Totéz s limitou zprava pro b O
Véta 47 (Véty o sttedni hodnoté - DK jen Rolleova véta). Necht a,b € R,a < b, f, g : [a,b] — R spojité a
majici derivace na (a,b).

1. (Rolleova véta) Pokud f(a) = f(b), pak existuje ¢ € (a,d) : f'(c) = 0.

2. (Lagrangeova véta) Jc € (a,b) t.z. f'(c) = fB)=f(a)

b—a

3. (Cauchyova véta) Kdyz na (a,b) je derivace gvlastni a nenulovd, pak Jc € (a,b) t.z. g:gj))

f(6)=f(a)
g(b)—g(a)"

Dikaz. TODO O



Véta 48 (L’Hospitalovo pravidlo (18)). a € R*, f, g def na P(a), majf vlastni derivace v a a ¢'(a) # 0. Pak

1. lim, . f(2) = lim,—, g(x) =0 a lim,_, % = A € R* Pak lim,_,, % = A.

2. limgq [g(x)] = 00 a lim,_,, % = A € R* Pak lim,_., J;Ei; = A.

Véta 49 (Limita a derivace (10)). Necht f je spojitd zprava v a a existuje limita zprava f(z). Pak f} (a) =
hmw—)a‘*‘ f(il’)

Véta 50 (Derivace a monotonie). f : J — R spojitd na J a mé derivaci v kazdém vnitinim bodé. Pokud
f' >0, je na f na J neklesajici. A jiné monotonie analogicky.

Duikaz. 7 Lagrangeovy véty. O
Definice 22 (Derivace vyssich fadi). f(™(z) = (f*~V)(x).

Definice 23 (Konvexita, konkavita). J interval, f : J — R. Rekneme, Ze f je na J *** pokud Va,b,c € J :
a<b<c

e konvexita: f(b) < f(a)+ (f(c) — f(a)) - 2:2
e konkavita: f(b) > f(a) + (f(c) — f(a)) - =2

c—a

Véta 51 (Konvexita a prvni derivace (10)). f konvexni na intervalu J. Pak v kazdém vnitinim bodé existuje
derivace zleva a zprava (nemusi byt nutné stejné). (Dusledek: je-li fce konvexni nebo konkavni na intervalu,
je na ném spojitd).

Véta 52 (Konvexita a druhd derivace (19)). Kdyz druhd derivace existuje (atd.), tak kdyz f” > 0, pak je
funkece konvexni. Kdyz je f” < 0, je funkce konkévni.

Definice 24 (Inflexn{ bod). f definovand na okoli a. Pak f méd v a inflexn{ bod, pokud 3f'(a) vlastni a
35 >0:

e z€(a—d,a)= f(x) < fla)+ f'(a)(x —a)
o v € (a,a+0)= f(x) > f(a) + f'(a)(z - a)

nebo naopak.

Véta 53 (Nutna a postacujici podminka inflexe (1§)). Necht f je definovana na okoli a € R*.
e Pokud existuje nenulova druha derivace v a, pak f v a nema inflexni bod.

e Pokud f md spojitou prvni derivaci na (b,c),a € (b,c), f” > 0 na (b,a), f”/ < 0 na (a,c) nebo naopak,
pak a je inflexnim bodem f.

n f9)

1=0 4!

Definice 25 (Tayloriiv polynom). Tayloriiv polynom féddu n funkce f v bodé a je TS (z) =3
(x —a)'.

Véta 54 (Charakterizace Taylorova polynomu). a,0 € R,§ > 0,f : U(a,d) — R,n € Npa3 vlastni n-td

f(@)=T]*(x)

derivace f. Pak Tayloruv polynom spliuje néasledujici: lim,_,, R

= 0. Navic je jediny polynom
stupné < n s touto vlastnosti.

Diikaz. TODO O
Definice 26 (Zbytek). Rl%(z) = f(x) — T1%(x)

Véta 55 (Obecny tvar zbytku Taylorova polynomu (10)). a,6 € R,6 > 0, f,¢ : U(a,d) — R t.z. na U(a, )
existuji (™), ¢' # 0. Pak Vo € P(a,03c € (a,2) t.2. R (z) = %&a)f(”“)(c)(m )

Definice 27 (Taylorova fada). Mé-li f v bodé a vSechny vlastn{ derivace, muzeme misto polynomu definovat

oo f9a)

tzv. Taylorovu fadu funkce f se stiedem a. T'(z) = > ;2 &+ - (z — a)"
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