Poznamky - matematicka analyza II
Petr Chmel

Primitivni funkce

Definice 1 (Primitivni funkce). Necht I je neprdzdny interval. Funkce F(x) : I — R je primitivni funkef
funkce f: I — R pokud Vz € I : F'(z) = f(x)

Véta 1 (Mnozina primitivnich funkef). Necht F je primitivn{ funkef k f na intervalu I. Pak {F +c¢: c € R}
je mnozina vSech primitivnich funkci k f na I.

Dukaz. Pro dukaz: I(f):={G :Vx € I:G'(x) = f(x)}.

J(f) D{F+c:ceR}: Méme (F+c¢)=F+d=f+0=f.

() C{F +c:ceR}: Mé&me G € I(f) a definuyjme H =G — F. Pak uwvazme H =G — F' = f— f =
0=H=deRnal,tedyd=G-F=G=f+d,deR=Ge{F+c:ceR} &3]

Véta 2 (Linearita primitivnich funkef). Pokud f, g : I — R maji na I primitivn{ funkce F, G, pak [(af +
bg)=af[f+bfg=aF +bG+c

Dikaz. (aF +bG +c¢) = aF +bG" 4+ =af + bg B

Primitivni funkce a spojitost
Véta 3 (Spojita funkce m4d primitivni funkei). Je-li f spojitd na I, pak ma na I primitivni funkei.
Diikaz. Pozdéji |

Véta 4 (Funkce s primitivni funkei md Darbouxovu vlastnost). Je-li F' na I primitivni funkei k f, pak f
maé na I Darbouxovu vlastnost, tedy nabyva vSech mezihodnot.

Dikaz. Méjme x1,29 € I : f(z1) # f(x2) a predpoklddejme z1 < x9, f(x1) < f(z2). Vezméme libovolné
¢ € (f(x1), f(x2)). Checeme y € I : f(y) = c.

Zadefinujeme si funkei H(x) := F(z) — cz, tedy H'(x) = f(x) — ¢. H je spojita funkce na [z1, 23], tedy tam
nabyva extrémy. Nyni vidime, ze ¢ > f(z1) = H'(z1) < 0,¢ < f(z2) = H'(x2) > 0. Nemuze se tedy jednat
0 minima - minimum se nabyva na intervalu (z1,2z2) = Jy € (x1,22) : f(y) = c.

Pokud f(z1) > f(z2), nebude se jednat o minima, ale maxima, jinak by mél byt argument stejny. 3]

Véta 5 (Spojitost primitivn{ funkce). Je-li F primitivn{ funkei k f na I, pak F je spojitd na I.

Diikaz. Ze MA I: existence vlastni derivace implikuje spojitost v bodé. Také vime, ze F’'(x) = f(z), tedy F
mé na I v kazdém bodé vlastni derivaci, tedy je na I spojita. H

Véty pro vypocet primitivnich funkci

Véta 6 (Integrace per partes). Jsou-li f, g spojité na I a F,G jsou jejich primitivni funkce, pak plati
JfG+ [Fg=FG+cnal.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze [ fG, [ Fg existuji. F, G jsou ze spojitosti primitivni funkce na I spojité, f,g z
predpokladu. Soucin spojitych funkei je téz spojita funkce, tedy F'g, fG jsou spojité a tedy z véty o primitivni
funkci spojité funkce maji primitivni funkei.

Z linearity primitivni funkce také plyne [ fG + [Fg = [(fG + Fyg). Déle téz (FG + ¢)' = fG+ Fg —
J(fG+ Fg) = FG + c. Spojenim dostaneme [ fG + [ Fg=FG + c. 2

Véta 7 (Prvni véta o substituci). Necht «, 8,a,b € R*,a < b,a < B,¢ : (o, 8) — (a,b) a ¢ ma vlastni
derivaci v kazdém bodeé («, 8), f : (a,b) = R a F je na (a,b) primitivni{ funkei f.
Potom [ f(¢(z))¢'(z)dx = F(p(x)) + ¢ na (o, B).

Dikaz. [F(p(x) + ' = f(o()) - ¢/(x) +0 =



Véta 8 (Druhd véta o substituci). Necht o, 8,a,b € R*,;a < b,a < ,¢ : (o, 8) — (a,b) a ¢ mé vlastni
nenulovou derivaci v kazdém bodé («a, 8) (tedy je bijekce).

Jestlize [ f(p(x))¢/ (x)dz = Glp(x)) + ¢ na (a, B), pak [ f(y)dy = G(p!=D () + ¢ na (a,b).

Diikaz. G'(z) = f(p(x)) - ¢'(2)

7 véty o derivaci inverznf funkce: (o¢~1(z)) = m

GV W)+ =G (VW) [V W] = eV W) ¢ (VW) - oy = fW)- i

Primitivni funkce racionalnich funkci

Definice 2 (Raciondlni funkce). R(x) je racionaln{ funkce, pokud R(x) = gg;, kde P(z),Q(x) jsou poly-
nomy a Q(x) # 0.

Véta 9 (Primitivni funkce raciondlnich funkei (16))). Primitivn{ funkei racionédlni funkce lze vzdy vyjadrit
pomoci racionalnich funkci, logaritmu a arctg.

Néznak dukazu:

Fakt 1 (Eukleiduv algoritmus délen{ polynomt). gg; = P (z)+ 1;2(%) ,deg Pa(x) < deg Q(x), vSe polynomy.

Fakt 2 (Q(z) je soucin polynomu nejvyse druhého stupné). Q(x) lze vyjadrit jako sou¢in polynomu stupné
nejvyse 2. Tedy Q(z) = a Hle(x — ;)P Hi:1($2 + a;x + )%, kde a oznacujeme jako vedouci koeficient
Q(x), ; jsou vzajemné rizné, 2 + a;x + B; jsou navzajem rizné, ireducibilni.

Fakt 3 (Rozklad na parcidlni zlomky). 228l — 5~k see Ay shl shac - BurtCy

Q(z) — 7=1 (z—~;)7 J=1 (2 4aiz+6:)7
Definice 3 (Délen{ intervalu, norma délenf). Pro interval [a, b] definujeme délen{ intervalu D jako k + 1-tici
bodu ag,...,a; :a =ap < a1 < ... < ap =b. Proi € [k] : Iy = [a;—1,0a4], || = a; —ai_l,zle |I;| =
[a, b]] = b —a.

Déle definujeme normu déleni jako A\(D) = max;e |1;].
Délenim intervalu s body rozumime (D, C), kde D je déleni intervalu a C je k-tice bodu takovych, ze ¢; € I;

Definice 4 (Riemannova suma, Riemannuv integrdl). Riemannova suma funkce f : [a,b] — R s délenim
intervalu D s body C je R(f,D,C) = Zle || - fle) = Zle la; —a;i—1] - f(c).

Funkce f : [a,b] — R md Riemannuv integrdl I € R, pokud Ve > 03§ > 0 : V déleni [a,b] s body (D, C)
takové, ze A(D) < 0 plati |I — R(f,D,C)| < e.

Pozndmka (Zdpis Riemannova integralu, tfida Riemannovsky integrovatelnych funkcf). Piseme I = ff f=
f; f(x)dx = (R) f; f. Déle R(a,b) je tifda Riemannovsky integrovatelnych funkci na [a, b].

Definice 5 (Horn{ a doln{ sumy a integraly). Pro délen{ intervalu [a,b] D a funkei f : [a,b] — R :

Horni{ Riemannova suma je S(f, D) = Zle |I5] - My, kde M; = sup,¢;, f(x).

Dolni Riemannova suma je s(f, D) = Zle |Z;] - my, kde m; = inf ¢y, f(x).

Horn{ Riemannuv integrél je fjf = infp S(f, D).

Doln{ Riemanntv integral je f:f = supp, s(f, D).

Definice 6 (Darbouxova ekvivalentni definice Riemannova integrélu). Necht f : [a,b] — R. Pokud f; f=
f; f =1 €R, fekneme ze f md na [a, b] Riemannuv integral I.

Definice 7 (Zjemnén{ déleni). Rikdme, ze D’ je zjemnéni déleni D (kde D je déleni na [a,b]), pokud
D = (ao,...,ax),D" = (bo,...,bx ),k > k AVidj : a; = b;. Piseme D C D’.

Lemma 1 (Riemannovy sumy a zjemnéni). Pokud D C D', pak s(f, D) > s(f,D) A S(f,D") < S(f, D).

Diikaz. Jen prvni nerovnost a jeden interval [a;—1, a;], kde aj—1 = bj, a; = bj,.

Chci: m, - || < Efi;ﬂ |I/|m}. Pozorovéni: Vi = j+1,...,j+r : m; < m}. Z tohoto plyne Zfi;ﬂ |I|m/i >
my - Zf:;H 1] = my - |11 H



Disledek 1 (Horni, dolni integrdl a dvé ruznd déleni). Pro libovolnd déleni Dy, Dy intervalu [a,b] plati
5(f7D1) < S(vaQ)

Diikaz. Necht E = D;UD; - spole¢né zjemnéni. Dle lemmatu o Riemannovych sumdch a zjemnéni: s(f, D;) <
s(f,E) < S(f,E) < S(f, D2). B
D

Véta 10 (Dolnf RI je nejvyse hornf RI). Necht f : [a,0] = R,m = inf,c(q ) f(x), M = sup,e(qy f(x), D
jsou délenf [a, b].

)] B33 (5)
Pak m(b—a) < s(f,D) = ISR, Q507 C M- a)

Drikaz. Nerovnosti 1,5 plati z lemmatu o zjemnéni.

Nerovnosti 2,4 plynou z definice horntho/dolniho Riemannova integralu.

3 ukdZeme sporem: at f;f > fabf Tedy z definice existuji déleni Fy, Eqy : S(f,e2) < s(f, E1), to je oviem
spor s definici. o =2

Véta 11 (Kritérium integrovatelnosti). Necht f : [a,b] — R. Pak f € R(a,b) < Ve > 03D déleni [a,b] : 0 <
S(f7D) _8(f7D) <e

Dikaz. ,=*“: Mame ff f= f; f. Necht je ddno € > 0. Z definice horniho a dolniho Riemannova integralu 3

délenf Ey, By t2. s(f, E1) > [Uf =5, S(f,Ba) < [Tf + 5.
Vezmeéme spolecné zjemnéni D = F;UFEs. Dle lemmatu o zjemnéni s(f, E1) < s(f, D)AS(f,e2) > S(f,D) =
S(f,D) = s(f.D) < S(f.Ea) = s(f.BV) < [} [+ 5 ([ - 5) ==

,<=“: Necht méame e. Vezméme D splﬁujl’cf 0 < S(f,D) — s(f,D) < e. Tedy Tff < S(f,D)

s(f,D 5<ff+s:ff ff<5:>ff ff_0:>feR(ab) B

pfedpoklad
<

Véta 12 (Monotonie implikuje integrovatelnost). Je-li funkce f : [a,b] — R monoténni (tj. nerostouci nebo
neklesajici) na [a, b], pak f € R(a,b).

Diikaz. Necht f je neklesajici (nerostouci analogicky). Pak V(a, 5] C [a,b] plati inf,cio g f(z) = f(a),
SUP,efa,g f(7) = f(B). Pro dané ¢’ > 0 vezmeme déleni D = (ag,a+,...,a;) : A(D) < ¢’. Budeme shora
odhadovat S(f, D) — s(f, D).

k k

k
S(f,d) = s(f, D) = Y _|LI(M; —ma) = Y |Lil(f(as) = f(ai-1) Z (a:) = f(ai1) = €'(f(b) = f(a))
i=1 i=1 i=1
Pro € > 0 vezmeme &’ < 7777y~ Pak délenf D s A(D) < &’ spliwje S(f, D) —s(f,D) <& (f(b)— f(a)) <e.
Tedy dle kritéria integrovatelnosti f € R(a,b). 3]

Definice 8 (Stejnomérnd spojitost). Funkce f je stejnomérné spojitd na I, pokud Ve > 036 > 0 : Va, 2’ €
I:|lz—2'|<d=|f(z)— f(z')] < e. (Stejnomérnd spojitost implikuje spojitost)

Véta 13 (Na kompaktu spojitost = stejnomérna spojitost). Funkee f je na [a,b] spojitd < f je na [a, b
stejnomérné spojita

Diikaz. ,<*“: Plyne z definice.
»,="“: sporem: necht f je na [a, b] spojitd a neni stejnomérné spojitd, tedy splituje Je > 0V > 0: Iz, 2’ € I :
v — o] < 6 A|f(z) = Fa')] > e
Méjme déno e > 0, vezmeme § = L a pifslusng x,, 2}, splitujici |z, —),| < L a|f(z,)—f(2})| > e. Mame tedy
posloupnosti (x,), (2},) C [a,b]. Dle Bolzano-Weierstrassovy véty lze vybrat (ng)32, t.z. (zn, )52, (27, )32,
konverguji. Navic nutné konverguji k limité a € [a, b].

) = AL

Déale 0 = f(a) — f(@) spojitost limg—o f(2) — limga f(2) Heine limg o0 f(Tn,) — limg oo f(27,, —

limg o0 (f(2n,,) — f(27,,)). Tedy pro libovolné " > 03k € N : f(xy,) — f(27,,) < ¢, tedy i pro nase dané e.
To je ovsem spor s tim, ze f neni stejnomérné spojité. H



Véta 14 (Spojitost implikuje integrovatelnost). Je-li f : [a,b] — R spojitd, pak f € R(a,b).
Dukaz. Podle véty o spojitosti a stejnomérné spojitosti na kompaktu je f na [a, b] stejnomérné spojitd. Tedy
Ve! >030 >0:Va,2' €l :|x—2'|<d=|f(z)— f(z')| < &, specidlné pro o, 8 € [a,b] t.7. a < 5,8 —a < 4.

Pak Supa:e[a,[j] f(l‘) - infze[a,ﬁ] f(:E) <e.
Vezmeéme libovolné déleni D intervalu [a, ], t.z. A(D) < §. Pak

k k
S(f,D) = s(f,D) = (a; — ai_1) ( sup f(z)— inf f(@) <&y (ai—aiq)=¢€(b—a)
i=1 z€a,p] z€[af] i=1

Pro dané e > 0 muzeme zvolit &’ < ;= a piislusné ¢, dostaneme D t.z. S(f, D) —s(f, D) < ¢, tedy z kritéria
integrovatelnost plyne f € R(a,b) 2]

Véta 15 (Linearita Riemannova integrilu). 1. Necht f,g € R(a,b),a, 8 € R. Pak af + Bg € R(a,b) A
f: af +Bg =« fab f+8 f: g. (Linearita viéi integrandu)

2. Necht ¢ € (a,b), f : [a,b] — R. Pak f € R(a,b) & f € R(a,c) A f € R(c,b). Navic f;f =["f+ fcb f.

Diikaz.

la) —f € R(a,b). Pozorovani: inf;(—f) = —sup;(f),sup;(—f) = —inf;(f). Tedy S(—f,D) — s(—f,D) =
_S(f7D)_(_S(f?D)>:S(f>D)_S(f?D)

1b) a > 0,af € R(a,b). Pozorovani: sup; af = asup; f,inf; af = ainf; f. Tedy S(af, D) — s(af, D) =
a(S(f, D) — s(f,D)).

lc) f+g € R. Pozorovéni: sup; f + g < sup; f +sup; g,inf; f+g > inf; f+inf; g. Tedy S(f+g,D)—s(f +
2) Lze predpoklddat c € D = (ag,...,am =¢,...,ax). Uvazme D' = (ag,...,am), D" = (am,...,ar). Zjevné
S(f,D)=S(f,D")+S(f,D"),s(f,D) = s(f,D') +s(f,D"). Dile S(f, D) — s(f, D) = S(f,D") — s(f, D') +
S(va”)_S(faDN)' H

Véta 16 (Lebesgueova charakterizace integrovatelnych funkei (19)). Funkce f : [a,b] — R ma Riemannuv
integral < mnozina bodu nespojitosti f na [a,b] mé nulovou miru.

Definice 9 (Nulovéd Lebesgueova mira). Mnozina M C R mé nulovou Lebesgueovu miru, pokud Ve > 03
posloupnost intervalu Iy, ... takovd, ze

oo

Z|IZ|<€/\MCDL

i=1 i=1
Piiklad 1 (Mnoziny (ne)nulové miry). e Interval nenulové délky NEMA nulovou miru
e Podmnozina mnoziny nulové miry ma nulovou miru

e Pokud Mj,... jsou mnozinu nulové miry, pak |JM; md zarucené nulovou miru, pokud je mnozin
spocetné mnoho. Pokud jich je nespocetné mnoho, pak nemusi mit nulovou miru.

e (), {x}, konectné prvkové mnoziny a spocetné mnoziny maji nulovou miru
e Existuji nespoc¢etné mnoziny miry 0 (napf. Cantorovo diskontinuum)
Véta 17 (1. zékladni véta analyzy). Necht f € R(a,b), F : [a,b] — R je definovand jako F(z) := [ f. Pak
1. F je spojita
2. Pokud F je spojitd v zg € [a, b], pak 3 vlastni derivace F' () = f(xo). Pro a,b toto plati jednostranné.

Diikaz. ¢ = supy, ) |f(z)] € R (funkce je integrovatelnd, tedy omezend).



T T lin. RI T . .
L |F(z) = F(zo)| = | [, f— J," fl ien |fl0 fl < |z —=mo| - c. Déle limy_,4, |F(z) — F(z0)| = 0, tedy
F je v g spojitd. Navic jsme na x¢ nekladli zddné podminky, tedy F' je spojitd na [a, b].
2. Mame dané xg € [a,b], f spojitou v xg: Ve > 035 > 0: f(zg) —e < f(x) < f(xo)+e proVa : |[z—xo| <

3. i
F(a) ~ F(xo) _ Jiyf

Odted budeme piedpokladat 0 < z — zg < §. Upravime: F’'(zq) = . Déle
r — X r — X
odhadneme:
. 1 . Lo/ 1
f(zo)—e < inf f= ‘|z =0l inf f< < ‘|z —a0[- sup f = sup f < f(zo)+e
[z0,2]0 T — To [z0,7] T — X9 T — X9 [zo,z] [zo,x]
F - F
7 odhadu dostavame lim, .y, Fz) = Flzo) _ (o).
r — X
H

Dausledek 2 (Spojitd funkce mé primitivni funkci). Je-li f spojitd na I, pak m4a na I primitivn{ funkci.

Diikaz. Spojitost implikuje Riemannovskou integrovatelnost, tedy F'(x) = ff f, coz plyne z 1. zdkladni véty
analyzy. H
Véta 18 (2. zékladn{ véta analyzy). Pokud f € R(a,b) a F : [a,b] — R je jeji primitivni funkce, pak
i f=F(b) - F(a) "2 F’.

Diikaz. Necht D = (dy,...,d;) je libovolné déleni [a,b]. F(a;) — F(a;—1) = (a; — a;_1)f(¢;) pro néjaké
¢; € |a;—1,a;] dle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté.

k k
F(b) = F(a) = Y _(Flai) = Flai-1)) = Y _(ai = ai-1)f (i)
i=1 i=1
To muzeme odhadnout jako S(f, D) > Zle(ai —a;—1)f(c;) > s(f, D). Tedy F(b) — F(a) = f: f z integro-
vatelnosti f. H

Dausledek 3 (Integrdl pomoci primitivni funkce). Je-li f spojitd na [a,b], pak f € R(a,b), f ma primitivn{
funkci na [a, b] a navic fab f=F(@®)— F(a).

Newtonuv integral

Definice 10 (Newtonuv integral). Necht f : (a,b) — R ma primitivn{ funkci F' a existuji lim,_,,+ F(z) =
F(a™),lim,_,,- F(x) = F(b™). Newtontuv integrdl f definujeme jako (N) f: f=F(@®")— F(a"). Mnozinu
funkci, jez maji Newtonuv integrdl oznac¢ime N (a,b)

Véta 19 (Porovnani Riemannova a Newtonova integralu).

1. C(a,b) C N(a,b) N R(a,b), kde C(a,b) je mnozina spojitych funkei na [a, b].
2. Pokud f € N(a,b) N R(a,b), pak se integrdly rovnaji.
3. Mnoziny N (a,b) \ R(a,b), R(a,b) \ N (a,b) jsou neprdzdné.

Drikaz. 1. Plyne ze znamych vét

2. ZVA ra+s
=L

2. 3F(at), F(b7),(R) [ f. Pak [0 f "= [oF0 p oy [P0 p e [y FHF(b—0)— Fla+d)+
[ =Timgos (f27° fHF(b—6)—F(a+8)+ [, 5 £) 2 lims o+ (F(b—8)—F(a+6)) = F(b~)—F(a™)

a



3. V R(a,b) \ N(a,b) : sgn(z) na (—1,1), v N(a,b) \ R(a,b) : %
H

Véta 20 (Integrace per partes pro uréity integral). Nechf f,g : [a,b] — R maji na [a,b] spojité derivace

f',g'. Pak
b b
[t =sali~ [ 19
a a
Diikaz. ,Urézka intelektu =

Aplikace urcitého integralu

Definice 11 (Neurcity integral). Pokud Vb > a : f € R(a,b):

oo b
/ flx)dx = blirn f(x)dx

Tato limita muze byt i +oo.

Véta 21 (Integrdln{ kritérium konvergence). Necht a € Z, f : [a,00) — R je nezapornd, nerostouci. Pak

if(z) konverguje < /OO f <o

i=a

Diikaz. Posloupnost ¢dstecnych souctu je neklesajici, tedy mé limitu (vlastni, nebo +00).

Funkce je Riemannovsky integrovatelnd na libovolném intervalu (a,b) : b > a z monotonie, F(b) := f(f f(z)dz
je neklesajici, tedy limita v nekoneénu existuje, ale opét muze byt +oo.
(€))

Méjme b € Z : a < badéleni [a,b] : D = (a,a+1,...,b). Pak s(f,D) = Zf:aﬂ f@) < fab

b—1 g
Dica [0
Poté (1) implikuje ,,<=*: limp_ oo fab f@)de < limy oo S02) £(3)
Dale (2) implikuje ,=: Ty oo Y0, 4 F(0) < limyyoo [0 f(2)da B

(@) 2 s(.0) =

Rozsiiteni faktorialu

Véta 22 (O gamma funkci). Funkece T'(z) = [;~t*"te~'dt : [1,+00) — (0,400) splituje na [1,+00) :
I(z+1) @ 2I'(z),I'(1) = 1. Z téchto vlastnosti plyne I'(n) = (n — 1)!

Diikaz. Nejprve ukazeme korektnost definice - tj. I'(z) je redlné éislo Vo € [1,+00). Zjevné t*~le=t x > 1
je nezdpornd a spojitd na (0,400), tedy Riemannovsky integrovatelnd na [0,b]vb > 0. Z nezdpornosti je
F(b) := fob x'~le~tdt neklesajici funkce. Tedy limy_, ., F'(b) existuje, ale miiZze byt nekoneéno - ukazeme, Ze
neni.

limy_y oo el = 0, tedy funkce musi byt omezend: Icx € R : t*~1. e < cx =t et <ex - e .

b b =b
—t 1-—
/ tz—le—tdt S / chdet — M < cx
0 0 2

Tedy Vb : F(b) je shora omezend, tedy lim, — coF'(b) € R.
Déle méjme f(t) := —tTe t:[f(2)]F = limp_oo [f(2)]8 = limp_y00 £(b) — £(0) = limp_, o0 b%e > — 0 = 0.

D(z+1) :/ tTe tdt P2 [—tTet]5° +/ e gt = x/ "l gt = oD (x)
0 0 0



Véta 23 (Délka kiivky). Necht f:[a,b] — R, f’ je spojitd na [a,b]. Pak

b

len({(z, f(z)) € B2 : 2 € [a,]}) = /\/1 T+ (F{2)2de

a

Véta 24 (Objem rotacniho télesa). Necht f : [a,b] — R,f € R(a,b),f > 0 na [a,b]. Pak pro téleso
Vi={(z,y,2) €eR3: 2 € [a,b],/y? + 22 < f(z)} plati Objem(V) =7 - f;f



Analyza vice proménnych

Definice 12 (Eukleidovskd norma). Eukleidovskd norma vektoru je ||Z| = /27 + 23 +... +22, 0 = o.
Tato norma déle spliiuje:

e ||Z]| > 0, rovnost nastane pravé tehdy, kdyz = = o
e ||aZ| = |of||Z||, Va € R (homogenita)
e |Z+7| <|Z|| + |[7ll (trojihelnikovd nerovnost)

Definice 13 (Eukleidovska vzdalenost).
Eukleidovské vzdalenost je d(Z,7) = |27l = /(1 — y1)2 + ... + (25, — yn)2. Tato vzdalenost déle spliiuje

e d(Z,y) > 0, rovnost nastane pravé tehdy, kdyz T =7
e d(Z,y) = d(y,T) (symetrie)
e d(7,7) <d(Z,Z) + d(Z,7) (trojuhelnikovd nerovnost)

Definice 14 (Oteviené okoli, oteviend mnozina). Oteviené okoli bodu & € R™ o poloméru r > 0 je
B(z,r)={y e R™ : d(z,y) < r}.
Mnozina M C R™ je oteviend pravé tehdy, kdyz Ve € M : 3r > 0: B(x,r) C M.

Vlastnosti otevienych mnozin:

e (), R™ jsou oteviené
e sjednoceni otevienych mnozin (i nekoneéné mnoha) je oteviend mnozina
e prunik dvou nebo koneéné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina

Definice 15 (Spojitost, box, déleni boxu). Necht U je oteviené okoli bodu a € R", f : U — R™. Rekneme,
ze [ je spojitd v a, pokud Ve > 030 > 0: ||z —a|]| < = ||f(z) — f(a)] <e.
Vicerozmeérny interval (box) je I = [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [an, by, a; < b;,a;,b; € R.

Objem I je |I| = ] (b; — a;)

i=1
Déleni boxu I je D = {[c]*, ™) x [, 2T x ... x [cir, clrtl] 2 (..., M) je déleni [as, b] A ji €
(0,1,... k- 1},

Definice 16 (Vicerozmérny Riemann). Necht f: T — R, 7 C R™ D je déleni I a J € D. Pak definujeme
M(J) = sup f,m(J) = inf f
J

Pak hornf a dolni Riemannova suma jsou S(f,D) = Y. |J|- M(J), s(f,D) = Y |J|-m(J).
JeD JeD
Dale horni a doln{ Riemannuv integrél je [f = inf{S(f, D) : D déleni I}, [ f =sup{s(f, D) : D déleni I}.
T 1

Pokud Tf = [f = ¢, pak fekneme, ze ¢ je Riemannuv integral f na I, ted; [ f=c feRU).
T 1 T

Véta 25 (Vicerozmérnd Lebesgueova). f € R(I) < f je omezend na I a mnozina boda nespojitosti f na I
ma nulovou miru.

Definice 17 (Nulovd mira). Mnozina M C R™ mé nulovou miru, pokud Ve > 03 spocetné mnoho boxt
I, I, ... takovych, ze > |I;| <e AM CU,_; L.
i=1

Véta 26 (Fubiniova). Necht X CR*" Y CR™ Z=X xY CR*"™ f:7Z 5 R, f € R(Z). Pak

[\

X Y Y X



Diikaz. Cheeme [f= [ [f, kde Z=X xY.
z XYy
Méme déleni D boxu Z, které lze vyjddiit pomoci Dy déleni X, Dy déleni Y. Pak D = {J; x Jy : J; €
Dl, J2 S Dg}.
Z integrovatelnosti vime Ve > 03D déleni Z : [ f > s(f,D) > [ f —e.
z

z
Pak s(f, D)= > [J[-inff= > |A|-[R]- inf flzy)= > [A] > - inf f(zy) <
JeD J J1€D1,J2€D> 2€J1,y€J2 J1€Dy Jo€Dy TE€J1,YE 2
S W nE Sl fey) < S Vhl- [ F() = s(F D).
Ji1€D; z€J1 j,ep, YEJI2 Ji1€D, z€Jy
Tedy s(F,D1) > s(f,D) > [ f —e. Analogicky provedeme horn{ Riemannovu sumu, tedy [F(z)= [ [ f =
z X Xy

Jf i
z

Disledek 4. Pokud I = [a1,b1] X ... X [an,bs], f: I = R, f € R(I). Pak

bn  pbn—1 b1
/f:/ / flz1, ... zp)derdas .. dey,
I an Ap—1 ai

Definice 18 (Charakteristicka funkce). Pro M C R? definujeme tzv. charakteristickou funkci

() 1 proxeM
) =
XM 0 prox &M

Definice 19 (Derivace ve sméru). Necht f: U — R, U C R™ je oteviené okoli a € R™. Pak derivace f v

- . m - v fla—vT)—F(a)
bodé a ve sméru v € R™, v # o je ¢islo D, f(a) := lim ——————=

kud existuje.
Jim pokud existuje

Definice 20 (Parcidln{ derivace). Parcidlni derivace %(a) = D.,(a).

Definice 21 (Gradient). Gradient je vektor parcidlnich derivaci: V f(a) = (ﬂ(a), i (a))

oxq ) 0Ly

Definice 22 (Diferencovatelna funkce, totalni diferencidl). Rekneme, ze f je v a diferencovatelnd, pokud m4

h) — - D h
v a tzv. totdln{ diferencidl D f(a), coz je linedrn{ zobrazeni takové, ze |\flbi\|mo If(a+h) f|(2ﬁ OGN =
—
0

Véta 27 (Diferencial = parcilni derivace). Necht f: U — R, U je oteviené okoli a € R™ a f je diferenco-
vatelnd v a. Pak v8echny parcidlni derivace existuji a navic Df(a)(h) = (V f(a), h). Navic viechny smérové
derivace existuji a Vv # o : D, f(a) = Df(a)(v).

Dukaz. Méme eq,...,epn, h = hie; +...+ hpem

inearita 0
L(h) = L(hie1 + ...+ hpmen) = inearit hiL(es) + ...+ hpL(en). Staci ukdzat, ze L(e;) = 8—f(a).
i
te;) — — Lite;
Z definice totdlntho diferencidlu volbou h = t - e; dostaneme }irr(l) If(a+te )t f((ﬁ) (te.)] = 0, tedy
— c €4
te;) — t-L(e; ) . te;) — e; [ iy
- fla+ et> fla) t(e> 0. Dile 8%(@) i, (ot t) 19 1) ygime pront st
tv) — — L(t tv) — tv) —
Déle 0 — Jim M@t tv) = fla) = L)l _ . |flattv) = fla)  rwl| o, flatto) = Ffla) L(v).
t—0 ||tv|| t—0 t- H’UH llll t—0 t

Véta 28 (Vlastnosti diferencidlu). Necht f = (f1,...,fn) : U = R"* a € U,U C R™ oteviend. Pak
e Df(a) je jednozna¢ny, pokud existuje
e Df(a) existuje < existuji diferencidly vsech jednotlivych funkei.

e Diferencovatelnost v a = spojitost v a



Definice 23 (Graf). Graf Gy = {(z,y,2) € R®: (z,y) € U,z = f(z,y)}.

Véta 29 (Parcidlni derivace = totalni diferencidl). Necht U C R™ je oteviend, a € U. Pokud f: U — R
maé na U v8echny parcidlni derivace a ty jsou navic v a spojité, potom je f diferencovatelna v a.

Diikaz. Prom = 2. BUNO a = (0,0),7 > 0 t.z. B(a,r) C U. Vezmu h = (hy, hy), h' = (h1,0), |hy], |ha| < 7.
Z Lagrangeovy véty o sttedni hodnoté: f(h) — f(o) = f(h) — f(I')+ f(h') — f(o ) Ae2€(0h2) 6f(h1,a:2) ha +

c1€(0.h)
83]; (01,0) hl.

Z toho plyne, ze L(h) = of

0
a—f(o)hl + a—(o)hg je kandidét na totdlni diferenciél v o.
€z Yy
Ovérime totalni diferencialitu a existenci:
‘%(hlvc2) ~ha + %(01,0) ~hy — %(O) ~hy — %(0) - ha A nerovnost

7] -

Ve > 030 > 0: [|h]| < 6 = e > LR=HQ=LOI —

B0 - B Il + |§(hca) - B el
I 121l
Ze spojitosti parcidlnich derivaci v o médme Ve’ > 036 > 0 : |jul| < ¢. Pak g—{/(u) — gf( )’ <é,

El

+ Tt S e =

3 (w) - 8L ()| <

Véta 30 (Lagrangeova o stiedni hodnoté vice proménnych). Necht U C R™ je oteviend, s = ab je tsecka v
Ua f:U — R je spojitd v kazdém bodé s a diferencovatelna v kazdém vnitinim bodé s. Pak 3 vnitini{ bod
s : ¢ takovy, ze f(b) — f(a) = Df(C)(b - a)

Diikaz. Volime F(t) = f(a + t(b — a)), aplikuji Lagrange jedné proménné, F' : [0,1] — R. B

Definice 24 (Souvislost mnoziny). Oteviend mnozina S C R™ je souvisld, pokud kazdé dva jeji body lze
spojit lomenou ¢arou s = s1,...,8,: 8; = a;b;,b; = a;41,5 C S.

Véta 31 (Nulovy diferencidl = f konstantni). Necht U je oteviend mnozina v R™ a f : U — R md v
kazdém bodé U nulovy totalni diferencidl. Pak f je konstantni na U. Totéz plati, pokud ma f na U vSechny
derivace nulové.

Diikaz. Vezmeme libovolné a,b € U. Ukazeme, ze f(a) = f(b). Ze souvislosti U3 s lomend ¢éra: s
$1...8 CU,a=ay,b=b.. Vezmu s;. Z Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté Vi € [r]|3¢ € s; : f(b;)— f(a;)
Df(Q)(bi —a) " E N 0= f(b) = flai) E fla) = f()

Druh4 ¢ast: Z nulovosti (a tedy spojitosti parcidlnich derivaci) na U plyne existence diferencidlu na U. Dife-
rencidl je jednoznacné urcen parcialnimi derivacemi, tedy musi byt nulovy, tedy vSechny parcidlni derivace
nulové implikuji splnéni podminky prvni ¢ésti. H

Véta 32 (Aritmetika parcidlnich derivaci a totélniho diferencidlu). Necht f,g: U — R,a € U,a, 8 € R, U
oteviena,

0 3]
Pokud of a 22 nebo Df(a), Dg(a) existuji, pak

Gxi 85&
o(af +Bg)  Of
L %, +Ba7'

g(gﬁa.fg;rﬁg)( )—OéDf( a) + BDg(a )
2 = (a)Zf(a)ax (a) +g(a) -
D(f- g)(a) = f(a) - Df(a) + g(a)

9 g9(a) 5z

(a)
“Df(a)
i a

3. Pokud g(a) # 0 : 8;,» (a) = (;2(;)”( ) g (a )

8. Pokud g(a) #0: D (£) (a) = 52k - (9(a)Df(a) = f(a)Dg(a)).

Véta 33 (Totalni diferenciél slozené funkce). Necht f: U — V,g: V — R¥ U ¢ R™,V C R" oteviené,
a €U, f(a)=beV.Pokud f je diferencovatelnd v b, pak D(go f)(a) existuje a je roven Dg(f(a)) o Df(a).




Definice 25 (Parcidlni derivace k-tého Fddu). Pokud f m4 parcidlni derivaci k — 1. ¥adu podle z;,, ..., z;,

OF
na okoli a ,tedy 3F(z) =

6mik71 e Gxil (-T),

definujeme parcidlni derivaci k-tého Fadu podle z;, v a jako
oFF OF

&z:ik e (9177;1 (a) - 3Izk (a)

Véta 34 (Obvykle nezalezi na pofadi parcidlnich derivaci). Nechf f, : U — R, U C R™ oteviend, f ma
parcidlni derivace druhého fadu 0;0; f, 0;0;f,1 # j na U, navic spojité v a. Pak 0,0; f(a) = 0;0;f(a)

Diikaz. Jen pro m = 2. BUNO a = (0.0),i=1,j =2.

Pokud Vh > 030, 7 € [0, h]? takové, 7e D102f (o) = 020 f(7), pak ze spojitosti derivaci druhého stupné v o
limitnim pfechodem dostaneme 0102 f(0) = 0201 f(0) - limitnim pfechodem myslime: h — 0, tedy o7 — o.
Nyni zkonstruujeme o, 7: méjme pomocné funkece ¢(t) = f(t,h) — f(t,0),¢'(t) = 01 f(t,h) — 1 f(t,0),9(t) =
f(h" t) - f(O,t),zl)’(t) = 62f(h7t) - a2f(0’t)

() = (0) = f(h,h) = F(h.0) = F(0,h) + F(0,0) = R """ h/(s0) = h(91 f(s0,h) = D1 f(50.0))

Jsp€(0,h)
Lagrange:g1 (¢t)=01f(s0,t) ; o
= h?020 t

e 201 f(s0,t1)

Y(h) = 6(0) = F h) = (O, h) = F(h,0) + F(0,0) = R "Z b (10) = h(@af (b o) = 02/ (0, 10))
0

Lagrange:g2(s)=01f(s,to) ; o

. h=0102f (s1, o)
Tedy volim o = (s1,t), 7 = (So,t1)- B

Definice 26 (Mnozina funkef se véemi 0 k-tého tadu spojitymi). C*(U) je mnozina funkei na U, které maji
vSechny parcialni derivace fadu < k spojité na U.

Diisledek 5. Pro f € C*(U) nezélezi na potadi proménnych u parcidlnich derivaci fddu < k.
Definice 27 (Extrémy). Necht f:U — R, U C R™,a € U. Pak fekneme, Ze f mi v a

e ostré lokaln{ maximum, pokud 3§ > 0: ||z —y|| < : f(z) < f(a)

lokdlni maximum, pokud 30 > 0: ||z —y|| < d: f(z) < f(a)

ostré lokdlni minimum, pokud 36 > 0: ||z —y|| < : f(x) > f(a)
>

a)

lokalni minimum, pokud 36 > 0: |z —y|| < d: f(x) > f(
ostré globdln{ maximum, pokud Vo € U \ {a} : f(z) < f(a)

globalni maximum, pokud Vz € U \ {a} : f(z) < f(a)
) >

ostré globalni minimum, pokud Vo € U \ {a} : f(z) > f(a)
e globaln{ minimum, pokud Vz € U\ {a} : f(x) > f(a)

Véta 35 (Lokaln{ extrémy). Nechf U C R™,a € U. Pokud f : U — R m4 lokaln{ extrém v a, pak Vi € [m)]
bud 2L (a) = 0 nebo neexistuje.

Diikaz. Zadefinujeme g;(t) := f(a + te;). Pokud f mé lokdln{ extrém v a, pak Vi plati, ze g; méd lokdln{

extrém v 0. Ze zimniho semestru: ¢;(0) = 0 nebo neex, a ¢'i = pokud existuje. 2]

83%

2 m
Definice 28 (Hessova matice). Hessova matice je Hy = o7 (a) .
! 8331895] ij=1

Véta 36 (Lokéln{ extrémy I1.). Necht f € C*(U),U C R™ oteviens, a € U, Vf(a) = o. Pak

1. Pokud je Hy(a) pozitivné nebo negativné definitni, pak f mé v a ostré lokdlni minimum nebo maximum.



2. Pokud je Hy(a) indefinitni, f nemd v a lokdln{ extrém (ani neostry).

Fakt 4 (Kompaktnost na R™). M C R™ je kompaktni, pokud je uzaviend a omezend (tj. Ir > 0 : M C
B(o,r)).

Véta 37 (Extrémy na kompaktu). Pokud M C R™ je kompaktni, neprdzdnd, f : M — R je spojitd, pak f
nabyva na M extrémy.

Véta 38 (Véta o implicitni funkci). Nechf F : W — R,W C R™*! je oteviené okoli bodu (zo,yo),
OF
kde F(zg,y0) = 0,20 € R™,yo € R, F € CP(W),p > 1, M # 0. Pak 3 otevrené okoli U bodu zg, V

dy
Of (1 _ o (02 S()
ox; 0 B (x f(x))’

oteviené okolf bodu yg takové, ze 3f : U — V, F(x, f(x)) =0z € U, f € CP(U)A

x e
U,i € [n].

Véta 39 (Véta o implicitnich funkcich). Necht W C R™*" je oteviené okoli (zq,yo),z0 € R™, 5o € R™.
Necht F = (Fy,...,F,): W — R” splituje

1. F, € CP(W),p > 1,Vi € [n]

2. Fi(wo,y0) = OVi € [n]

@(x ) @(:v )

e 0, Y0 cee o 0> Y0

3. det : : # 0
OF, oF,
Tm(xo,yo) T%(xo,yo)

Pak 3 oteviené okoli U bodu z( a oteviené okoli V' bodu yq takové, ze Vo € Uly € V : F(z,y) = o(&
Fi(z,y) = O0Vi € [n]). TODO - néjaka divnad pozndmka.

Véta 40 (Lagrangeovy multiplikdtory). Necht f, Fy,..., F, : U — R, U C R™ oteviend, n < m. Déle nechf
H={xeU: Fyx) =0Vi € [n]} aa € H. Pak pokud VF;(a) jsou linedrné nezdvislé a V f(a) neni jejich
linearni kombinaci, pak a neni lokalni extrém f na H.

Disledek 6 (Podezielé body z extremity). Body, kde je potfeba hledat extrém jsou dvou typt

o VFE;(a) jsou linedrné zavislé

e existuji tzv. Lagrangeovy multiplikdtory (tj. IA1,..., A\n : VI (y) = > AV FE;(a)).
i=1

Metrické a topologické prostory
Definice 29 (Metricky prostor). Metricky prostor je dvojice (M, d), kde

o M #0
e d: M? — R je metrika.

Definice 30 (Oteviend koule, oteviend a uzaviend mnozina). Oteviend koule se stiedem a € M o poloméru
r>0je B(a,r) ={x € M :d(a,z) <r}.

A C M je oteviend, pokud Va € A3r > 0: B(a,r) C A.

A C M je uzaviend, pokud M \ A je oteviena.

Definice 31 (Limita posloupnosti, konvergence). Posloupnost (a,) C M m4 limitu a € M, pokud Ve >
03ng € N:Vn > ng : d(an,a) < e.
Posloupnost je dédle konvergentni, pokud ma limitu.



Definice 32 (Kompaktni, omezend mnozina). Mnozina A je kompaktni, pokud A C M,V posloupnost
(an) C A mé konvergentn{ podposloupnost s limitou v A.
Mnozina A C M je omezend, pokud da € M,r > 0 t.z. A C B(a,r).

Véta 41 (Charakterizace uzaviené mnoziny). A C M je uzaviend v M < limita kazdé konvergentni
posloupnosti (a,) C A lezi v A.

Dikaz. ,,=“: pro spor existuje konvergentni posloupnost s limitou mimo A a A je uzaviend. Tedy M \ A je
oteviend, lima, =a € M\ A= 3r >0: B(a,r) CM\ A= B(a,r)N(an) =0 = d(an,a) > r =4

»<=% sporem: A neni uzaviend, tedy M \ A neni oteviend, tedy 3a € M\ A : Vr > 0 : B(a,r) € M &
B(a,r) N A # (). Zkonstruujeme posloupnost (a,) € A:a, € AN B (a,+) = lima, = a =¢ B

Véta 42 (Kompaktnost = uzavienost a omezenost). Kazdd kompaktn{ mnozina v metrickém prostoru je
uzaviena a omezena.

Diikaz sporem. Nechf A C M je kompaktni.
a) A nenf uzaviend. Pak 3(a,) C A :lima, = a ¢ A. Kazd4d podposloupnost a,, mé také limitu a € A =¢
b) A neni omezend: vezmeme ay libovolné z A, vime, ze Vr > 0: A Z B(ay,r). Konstruujeme induktivneé:

predpoklddejme, ze jsme uz zkonstruovali ai,...,ar. Vezméme r t.z. a1,...,ar € B(a1,r). Pak zvolime
ap+1 € A\ B(a1,r + 1). Z konstrukce plyne d(a;,a;) > 1Vi,j : i # j, tedy neexistuje konvergentni podpo-
sloupnost, tedy spor. /H

Véta 43 (Uzavienost a omezenost = kompaktnost na R™ s euklidovskou metrikou). Kazdd uzaviend a
omezena mnozina v metrickém prostoru je v R™ s euklidovskou metrickou kompaktni.

Definice 33 (Topologicky prostor). Topologicky prostor je dvojice (X, 7) takovd, ze
e X je mnozina
e 7 C 2% je topologie spliiujici
1. 0, Xer

2. sjednoceni libovolného podsystému 7 € 7

3. konec¢ny prunik libovolného podsystému 7 € 7.

Definice 34 (Metrick4 a topologicka spojitost). Necht (M, d), (N, e) jsou metrické prostory. Pak f : M — N
je spojité, pokud Ya € MVe > 036 > 0:¥be M : d(a,b) < = e(f(a), f(b)) <e.

Necht (X, T), (Y,U) jsou topologické prostory. Pak f : X — Y je spojité, pokud VB € U plati, ze f{~1(B) =
{reX:f(x)eB}eT

Véta 44 (Spojita funkce nabyvé extrémi na kompaktu). Nechf f : M — R je spojitd, A C M je kompaktni,
neprazdna. Pak f nabyva na A minimum a maximum.
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