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Definice 1 (Komplexnf &fsla). Mnozinou komplexnich éfsel C rozumime mnozinu R2. Prvky C jsou (a, b)...a+
1b.
Véta 1 (Zdkladn{ véta algebry). Kazdy polynom stupné alespon 1 s koeficienty v C md v C alespoi jeden

kotren.

Definice 2 (Komplexni funkce realné proménné). Necht M C R. Pak komplexni funkci redlné proménné
rozumime zobrazeni f : M — C.

Véta 2 (Odhad integralu). Necht f je spojitd funkce [a,b] — C. Potom
b b
[ fdel < [ If@ds < 0 a) ma |7(z)

Diikaz. Druha nerovnost je ziejmaé.
Prvni: |z + w| < |z| + |w|. Z indukce pak

Ezl < E |ZZI

Vezmu €>0.Najdudéleni D: I4,...,1I, s body zl, ..., T, takové, ze:

o fﬁ% dx—Z::l\Ij|-§R(f(xj)) <e
o [ S(F(@) dw = 32 1] 3(F(ay))| <

<e€

f—m o 8

£(&)| dz = 3 |5 - |f(a)

b n b
Z prvnich dvou nerovnosti plyne | [ f(z) dz — Z |I;| - f(z;)| < v2¢ Déle oznacime X = [|f(z)| dz,Y =

ZII\If%IU ff ) dz,V = Z\II f(z5)
Pak|U| |U+V|+\V\<\/s+|X|<\fa+|Y X|+|X] < (V2+1)e + X. 22!

Definice 3 (Derivace komplexni funkce komplexni proménné). Nechf f je komplexni funkce komplexni

proménné. Potom derivaci funkce f v bodé a rozumime f’(a) = lim,_,, w, pokud limita existuje.

Véta 3 (Cauchy-Riemannovy podminky). Nechf z = a + ib,a,b € R, f je funkce na okoli z. Pak f/(z)
3f1 ofs Ofi _ Of

existuje < f1 = R(f), fa = S(f) maji v z totdlni diferencidl a —— 92, — o N 0s — 0n,

Diikaz. = f'(z) = limy,_,o LEHIICE) — 4 = B4 ¢,

Tedy limy,_o LEN=LE) _ 4 — 0 = limy,_,o LEHNSC=AD _ o o gy, o LEADJEAR] _ o h=lugihe
limy, \fl(z+h) fl(z) BltChal _ (A Timy, o \fg(z+h)—f2(z)—0h1+3h2|

anl (B,-0C), Df2(0 B).

,<=“ ,,Jde se opacné“: TODO /H

= 0, tedy totédlni diferencily existuji

Definice 4 (Holomorfni, celd funkce). Necht 2 C C je oteviend. Pak funkci f takovou, Ze f’(z) existuje na
celém 2 nazveme holomorfni na 2.

Pokud M C C, pak f nazveme holomorfni na M, pokud existuje 2 D M : Q) je oteviend a ¢ je holomorfni
na Q.

Pokud f je holomorfn{ na C, nazveme ji celou funkeci.



Definice 5 (Exponencidln{ funkce na komplexnich ¢islech).
Necht ai + b=z € C. Pak Exp(z) = * = e%(cosb + i - sinn).

Pozorovani (Celost exponencidly). e* je celd funkce

Diikaz. R(e?) = e®cosb = f1(a,b),S(e*) = e?sinb = fo(a,b) - f1, f maji totaln{ diferencial na R?.
f1 J1 /2 f2

=% . cos(xy),=—— = —e"! -si /= vJ2
( 2)7 ln(x2)7ax1 ’0332

4 - = e*! -sin(x
83)1 81)2 ! ( 2)

= e”*! - cos(xa)

H

Poznamka (Vzorce pro derivaci v C). Zékladni vzorce pro derivaci sou¢tu, sou¢inu, slozené funkce a inverzni
funkce platiiv C.

Poznamka (Vlastnosti exponencidly). Pro z,w € C:
ez-i—w — ezew

e? =¢*
|ez| _ €§R(z)
(ez)l — 62’

Véta 4 (O obrazu C exponencidlou). e* zobrazuje C na C\ {0}.

Dikaz. 1. e##0:¢” Lef e*(cosb+isinbd) : e* AZ0AVb € R:cosb# 0Vsinb # 0 = alespon jedna slozka
souctu je nenulova, tedy i soucin je nenulovy.

2. 2#0:z=r(cosp +ising) = s8N+ = vz c C\ {0} Tz € C: e” = 2.

Definice 6 (Komplexni logaritmus). Jako Inz oznacujeme redlny logaritmus.
log(z) d:ef{w €eC:e¥=z}={weC:w=1Inl|z|+ip, ¢ € arg(z)}
Log(z) Lye log(z) : $(w) € [—m,7) - toto nazveme hlavni hodnotou logaritmu.

Definice 7 (Obecnd mocnina a jeji mnozinové funkce). Necht z,w € C. Pak 2% & e bog ()
my(2) = {e™ :r € log(z)}
Pozorovani. Prvky m,,(z) lezi na kruznici se sttedem v 0.

1z

1z _ L,
Definice 8 (Komplexn{ goniometrické funkce). Necht z € C: sin(z) def %
. . ,[/
d_ef e’LZ _|_ e—’LZ
B 2
z

cos(z)

sinh(z) ef BZ*%
cosh(z) ef %
Stejnomérna konvergence

Definice 9 (Bodové a stejnomérnd konvergence). Nechf M je mnozina, (Q,o) je metricky prostor a
£y (fn)S2, jsou zobrazeni M — Q.
Pak fekneme, ze f,, konverguje

e bodové k f na M, pokud Vo € M : lim, o fn(z) = f(x), piSeme f,, — f. Alternativné: Vo € MVe >
03ng € N:Vn > noo(f(z), fu(z)) <e

e stejnomérné k f a M, pokud Ve > 03ng € N:Vn > noVz € M : o(f(z), fn(z)) < €, piseme f, = f.

Definice 10 (Lokéln{ stejnomérna konvergence). Necht (Q, p), (P, o) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze
loc

fn konverguji lokélné stejnomérné k f, pokud Va € Q3r: na B(a,r) f, = f. Znaéime f,, = f.
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Véta 5 (Moore-Osgoodova: stejnomérnd konvergence a limita). Necht (P, o) je metricky prostor, xg € P a
nen{ izolovany, f, s redlnymi nebo komplexnimi hodnotami konverguji stejnomérné k f na B(zg,r) \ {zo}
pro néjaké r > 0.
Necht ¥n € N: lim f(z) = a,. Potom existuji hm an a lim f(z). Navic, tyto limity si jsou rovny.
r—T0o T—T0o

Diikaz. Vezmu ¢ > 0.
1 Voh'm no tak, aby VYn > ng a x € B(zo,r) \ {zo} : |[f(z) — fu(z)] < §. Tedy Vm,n > ng : Vo €
Dale vezmu m,n > ny. li_>m () = ap, li_>m fm(z) = ap,. Najdu r,, < r tak, aby x € B(zg,m,) \ {zo} =

Tr—Tg T—T0
|fn(z) — an| < §, analogicky 7., : € B(xo,7m) \ {zo} = |fm(z) — am| < §.
Nyni vezmu x € B(xo, min{r,, 7, }) \{zo}. Pak |an —am| < |an — fu(@)|+|fn(@) = fr ()| + ]| frn (2) —am| < €.
Tedy (a,) je Cauchyovskd a lim a,, existuje.

n—oo
2. Chceme lim f(z) =
Tr—x0

Vezmu € > 0 : najdeme ng : ¥n > ng Vo € B(z,r) \ {zo} : |f(z) — fu(z)] < 5.

Déle najdeme ny : Vn > ny : |a, —a| < §. Vezmeme n > max{ng,n1} a to zafixujeme. Pak najdeme

r1 Vo € B(xo,r1) \ {zo} : |fn(x) — an| < §. Nakonec vezmeme ro = min{r,r1}. Pak Vo € B(xg,72) \ {zo} :
H

[f(2) = al < |f(z) = falz) + | fn(@) = an| + |an —af <e.

Véta 6 (Stejnomérna konvergence a spojitost). Necht (P, p), (Q, o) jsou metrické prostory, f, jsou spojita
loc

zobrazeni P — @ a f,, = f Pak f je spojita.

Diikaz. Vezmeme xg € P. Pokud xg je izolovany, f je spojitd v xg.

Necht zq nenf izolovany. Pak lim f,(z) = fn(xo) a Ir > 0 takové, ze na B(xg,r) : fr, = f.
rT—T0o

Vezmeme ¢ > 0,ng tak, ze Vn > ng : Vo € B(xo,7) : |fn(2) — f(2)| < § (stejnomérnd konvergence)
Najdeme n; tak, ze ¥n > ny : | fn(z0) — f(20)| < § (stejnomérnd konvergence v bodé)
Fixujeme n > max{ng,n1} a najdeme r1 : 0 < ry < r tak, ze Vo € B(xg,71) : | fn(z) — fn(z0)

|
Pak pron ax € B(xo,r1) : [f () = f(zo)| < [f(2) = fu(@)|+]fn(2) = fu(2o) |+ |fn(w0) = f(20)] <

Véta 7 (Stejnomérnd konvergence a integral). Necht [a,b] je uzavieny interval a f,, jsou spojité redlné
funkce na [a, b] Necht f, :& f na [a b].

Potom hm ffn ) do = ff

Diikaz. 1. 7Z ptedchozi véty je f spojitd, tedy ma Riemannuv integral.
2. Fixujeme & > 0, najdu déleni D intervalu [a,b] tak, ze |S(f, D) — s(f, D)| < § = s(f, D) <

Pokud Vz € [a,b] : f(x) — fn(x) < v, pak VI € D : |sup; f(x) —sup; fu(x)| < v.
Pak S(f,D) —S(fn,D) <v-(b— ) Najdu ng : Vn > ng : Vo € [a,b] : [fu(2) — f(2)] < 5575

Pro takové n : s(f, D) — § < 8(fn, D <ffn ) dz = I < S(fn, D) < S(f, D)+ §
Tedy I, I> € (s(f, D) — 5, s(f, )+§),atedy\| B

f(z) de =

8 —o

Véta 8 (Stejnomérnd konvergence a derivace). Necht (a,b) je omezeny otevieny interval, f,, je posloupnost
realnych funkef [a,b] — nékam. Necht f/, jsou spojité Vn a f'n = g na (a,b). Necht 3x¢ € (a,b) takové, Ze
fn(x0) je konvergentni.

Pak existuje redlnd funkce g takovd, ze f, = f na (a,b) a f’ existuje na (a,b) a f' =g.

Dukaz. Polozime f(x f g(y) dy + A. G je spojitd, tedy existuje integrél a A = lim f,, (x0).

Pak '(2) = g(x) a méme f(z f Fi() dy + Flo).
Ukéazeme, ze fn(z) — f(z).



lim ( ff’ ) dy + f(=xo)) fhmf’ )) dy + lim f(zg) = fg dy + A
Uz chybl jen fn(x) = f(a:)g:)

Uvazme | fo(2) = f(2)| < | [ fi(2) = g(=) dy| + |fn(z0) — Al

Proe > 0najdun: \fn(atogco— A| <.

DéleVzx € (a,b) : |f] (z)—g(z)]| << —9)

2(b—a)’
tedy | [ f5(z) — g(z) dy| + |fn(z0) — Al <e. B

55— Vyuzueme odhad na integral. Tedy f |fl(x)—g(z)| dy < <$

Definice 11 (Mocninnd fada). Necht ¢, € C,n € N,a € C. Pak Mocninné fada v zdkladnim tvaru je

> en(z — a)™. Tuto fadu budeme déle znacit jako (k).

n=0
Definice 12 (Polomér konvergence). Polomér konvergence fady () definujeme jako R = sup{r € [0,00) :

[ee]
Zo |en|r™ konverguje}
n=

Véta 9 (Lokalni stejnomérna konvergence mocninné fady). Rada () konverguje lokélné stejnomérné na
B(a, R) a zéroven diverguje na C'\ B(a, R), kde R je polomér konvergence fady.
Pokud R = oo, pak (x) konverguje na C.

Diikaz. Vezmeme r < r; < R, r libovolné blizko R.
Ukézeme, Ze (%) konverguje stejnomérné na B(a, R).

Bodova konvergence: |z — a| < 7, E cn(z — a)™ je Cauchyovska.
n=0

n
Tedy pokud mame €, najdu ng : ¥n > m > ng : Z len|r™ < €.
=m

A na B(a,r): f(z) = Y. en(z —a)™
n=0
N =]
Vz € Bla,r): |f(z) = X ealz —a)" | = | X0y ez —a)" [ < 3 enlr”
n= n=N+1
Mém e > 0: najdurg:Vn >ng: Y. cprf <e. 23]
k=n

Véta 10 (O inverzu poloméru konvergence). Polozme L = lim = limsup{{/|ck| : k > n} = limsup,, ,., V/|ca|.
n—0o0 n—00
Pokud L = 0, polozme R = co, pokud L = oo, polozme R = 0, jinak L € (0,00) a polozime R = +

Potom fada (*) konverguje stejnomérné lokélné na B(a, R) a diverguje na C'\ B(a,r).

Diikaz. Ukézeme, ze L je vzdy definovéano: A, = {W ik <n}.Prom>n:supA,, <supA,
Pak bud sup A,, € [0,00) a posloupnost m4 limitu, nebo sup 4,, = oo¥n € N.

Pokud 0 < r < R, pak fada konverguje.

R =0 = r = 0 konverguje.

Pokud R € (0,00), L = %,L = limsup {/|cnl.

Pak Ve > 03 nekoneéné mnoho ¢, : {/|e,| > L —e a také Ve > 03ng : Vn > Ny V/|en| < L+ e.

[ee]
Vezmusir:0<r < R: Y |e,|r"™ - po pouziti Cauchyova odmocninového kritéria: {/|c,| - = {/|en| -1 <
n=0

(L+e)-r<(L+e)(3—¢)<1kdez R=1 mémr < 1, tedy mizu vzit r < + — &’ - volim nejdifve ¢’ a
poté €.

Dale ukdzeme, ze vné kruhu diverguje: Vezmu 7 > R,z : |z — a| = r. Volim ¢ tak malé, aby r > -— > R a
mém nekone¢éné mnoho ¢, : {/|c,| > L — ¢, tedy |cp| - 7™ > (L —¢e)™ - (Lje)’l = 1. Protoze |cp(z — a) | >1,
fada nutné diverguje z nesplnéni nutné podminky konvergence. H
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o0
Véta 11 (Mocninnd fada a jeji derivace a primitivni funkce). Necht f(z) = 3. ¢,(2z—a)™ je mocninnd fada s
n=0

polomérem konvergence R > 0. Potom na B(a, R) f'(z) = Z nea(z—a)""apro F(z) = Y ;aq(2—a)" !

=0 n=0
plat{ F'(z) = f(z) na B(a, R).

Diikaz. Oznacime f = 3 ne,(z —a)" ! - tato fada konverguje stejnomérné a je spojitd. Zv1ast vysetifme
n=1

N
redlnou a imagindrn{ slozku f. Derivace: R( > ne,(z—a)" 1), 3( > nen(2—a)™ 1) - konvergujf stejnomérné.
n=1 n=1
o0
Tedy R(f) a 3(f) ma parcidln{ derivace uréeny > nec,(z—a)" ! dle Cauchy-Riemannovych podminek. Déle
n=1
jsou spojité, tedy f ma i totalni diferencidl. H

Definice 13 (Kiivka). Kfivka je spojité zobrazeni [a, b] — C.
Definice 14 (Cesta). Cesta je po ¢astech hladkd kiivka. Tedy I(xq1,...,2,) @ ¢ : [a,b] — C : ¢ €

Clla, 1], [x1,72], ..., [Tn, b].

Definice 15 (Délka cesty). Délka cesty ¢ je L(¢ f | |(t)

Definice 16 (Integral podle cesty). Pokud ¢ je cesta, f je spojitd funkce v C, pak fs@ f(z) dz = f; flo®)'(t) dt

Definice 17 (Obraz kiivky, jeji pocatecni a koncovy bod, soucet kiivek). Obraz kiivky ¢ znaéime < ¢ >.
Pocateeni bod je ¢(a), koncovy bod je ¢(b). Operéator +: Bud ¢, i kiivky a pocéatecni bod ¢ je koncovy bod 1.
Pak p: [b,c] = C,¢: [b,c] = C,p+p:[a,c] = C:x € a,b] : (Y+p(z) =v(x),x €[bc: (V+p)(x) =p(z).

Véta 12 (Vlastnosti integralu podle cesty). Necht ¢ : [a,b] — C je cesta, f je spojitd na < ¢ >.

1. Nechf h je rostouci C* zobrazeni [c,d] — [a,b]. Pak [, f(z) dz = [ f(z) dz. (Nezdvislost na para-
metrizaci)

2. Bud ¢ : [c,d] = C: p(b) =v(c) Nb=c. Potomerwf )dz = [, f(z) dz + [, f(z) dz

3. 1 [, f(2) dz| < L(g) - max.e(y) | f(2)|

Diikaz. 1. Rozepsat.
2. Zbdeﬁnice. ,

b
3.1 [ fle®)e'(t) dt] < [1f (@) - |¢'(t)] dt < max [f(t)]- [|¢'(¢)] dt = max -L(p). B

2E(p) a 2€(p)

Definice 18 (Primitivni funkce). Nechf f je definovans na oteviené mnoziné Q C C. Rekneme, ze F je
primitivni k f na Q, pokud Vz € Q: F'(z) = f(2).

Véta 13 (O integralu). Nechf ¢ : [a,b] — C je cesta, Q C C je oteviend, {(p) C Q, F je primitivn{ k f na Q,
f je spojita na Q.
Potom [ f(2) dz = F(p(b)) — F(¢(a)).

b
Dikaz. [, f() dz = [ f(p(t))@/(t) dt = F(p(b)) — F(p(a)) =

Definice 19 (Uzaviend kiivka). Kiivku ¢ nazveme uzavienou, pokud ¢(a) = p(b).

Pozorovani (Integrdl po uzaviené kiivce). Pokud f mé primitivn{ funkci a ¢ je uzaviend cesta, pak

J, f(z) dz=0



Definice 20 (Souvisld mnozina, kfivkové souvisla mnozina). Necht (T, 0) je metricky prostor a G C T je
omezena. Rekneme, 7e G je souvisla, pokud neexistuji G1, Gy oteviené tak, ze Gy # 0 # G2, G1 NGy =
0,Cy UGy =G.

Necht H C C. Rekneme, ze H je kiivkové souvisla, pokud Vz,y € H3 kiivka ¢ : [a,b] — C: (@) C H,p(a) =
z,p(b) =

Véta 14 (Ekvivalence souvislost a kiivkové souvislosti na komplexnich &islech). Necht G C C je oteviend.
Pak G je souvisla < je kiivkové souvisla. Navic, Vz,y € G lze x a y spojit lomenou ¢arou.

Dikaz. ,=*“: G je souvisld, méjme x,y € G. Oznacme G1, které lze propojit kiivkou s x a G2 body, které
nelze propojit kiivkou s x.

Pak G1 NGy = 0,G1 UGy = G,G4 je oteviend. Bud z € G; = 2 € G — Je > 0 : B(z,¢) C G. Pokud
z' € B(z,¢), existuje tsecka [z,2'] C B(z,¢) C G.

Tedy 3 kiivka ¢ : (p) C G, ¢(a) = z,0(b) = z, tedy ¢ + [z, 2] spojije x a z, tedy B(z,¢) C G1l.

Analogicky pro G : z € G, mé B(z €) C G pro néjaké € > 0. Tedy analogicky G2 je oteviend.

(1 je neprazdnd, tedy G4 musi byt prazdné, a tedy G je kiivkové souvisla.

,&=“ Necht G1NGy =0, GL UG, =G, G1,Gs jsou oteviené podmnoziny G. Méjme = € G,y € Go.

Bud ¢ : [a,b] — G spojujici z,y : p(a) = z,¢(b) =y, p(a) € G1,p(b) € Ga.

Zvolme s = sup{t : ¢(t) € G1}.

Vime, ze 3t, : ¢(tn) € G1,tn, — 5,3y : 9(rn) — s. Uvazme @(s) - pro € > 0 : B(p(a),e) : In : ¢(t,) €
B(¢(s),2), p(ra) € Blg(s).€) = p(s) # G1,9(5) & Ga. @

Definice 21 (Oblast, trojihelnik). Souvisld oteviend mnozina v C se nazyvé oblast.

Trojihelnik je kiivka (lomend céra) definovana tiemi body a,b, c. Kiivku znac¢ime 7(, ), vnitfek znac¢ime
T(a,b,c)~

Véta 15 (Cauchy-Goursatova). Necht G C C je otevienad mnozina, T C G je trojuhelnik, f je spojitd na G
a holomorfni na G vyjma nejvyse jednoho bodu.

Pak fT(a,b,c) f(z)dz=0.

Diikaz. Necht f je holomorfni na T'. Rozdélim si trojihelnik na ¢tyfi mensi trojtihelniky dle obrazku (TODO)
-ty si oznaéim T, To, T3, 7'4

Tedy [, f( dz—fﬁf yde+ [ f dz—|—f z)dz+ [ f(2
Pak| [ f(z) dz| < Z | [, f(2) dz|. Vyberu k takové, ze mé nejvétsi integrdl. Pak | [ f(2) dz| > 1| [ f(2) d.

Na 74 zopakuji stejny postup a ziskdm tim posloupnost trojihelniki 7(™): | /. ) (e > g L] Jr f(z) dz|.

Pokud z, € T, pak z, konverguje k z.
fw) = f(2) = f'(z)(w —2)

Vezmu € > 0,z € G - uvazuji f'(z). 3ho : Vh < hg : w € B(z,h) : | | < g, tedy
w—z

|f(w) = f(2) — f(z)(w— z)\ < eh. Mam n : T™ je prvni trOJuhelmk ktery se VeJde do B(z h). Omezime

55 < L(T™) <20h: [ f(w) dw = [Lo f(w) = f(2) = f'(2)(w — Joo —f (@) (w = z) dw,

kde druhy séitanec je nulovy a prvni ma omezen hodnoty funkce (ne mtegralu) < sh

Pak L(r™ =27"L(7), h < QOL(T(n) <20-27"L(7),| [ f(w) dw| < L(rM)eh = | [ f(w) dw| < 20e.

Nyni necht P je bod, kde f nenf holomorfni.

Pokud P ¢ T, stejné jako predtim.

Pokud P je vrchol T, vezmu e > 0 a rozdélim dle obrézku (TODO). Pak délka hranice Ts < ¢ : [ f(z) dz =
[ f(2) det [ f(2) det [ f(2) dz = [ f(2) dz < L(73) - maz.c(ry)| f(2)] = £-m, kde m < sup.crp f( ) <
k, tedy m je koneéne ¢islo.

Pokud P je na hrané/strané T: Rozdélime na dva trojihelniky se sdilenymi vrcholy v P a vrcholu proti
strané, na niz je P.

Pokud je P uvnitf, spojim se vSemi tfemi vrcholy a vhodné zorientuji. H

Véta 16 (Primitivn{ funkce a kiivkovy integrél). Necht € je oblast a f je spojitd na Q. Pak jsou nésledujici
tvrzeni ekvivalentni:

1. f m& na ) primitivni funkce



2. pro kazdé dvé cesty o, z/J takové, ze () C Q,(¢) C Q, které maji shodné pocatecni a koncové body
plati f@ f(z) dz = fw ) dz

3. pro kazdou uzavfenou cestu ¢ plati f f(z) dz

Diikaz. 3 = 2: ¢ — 1 je uzaviena cesta, tedy 0 = fw » [(2) dz = f f(z) dz — fw f(z) dz

2 = 3: Mam uzavienou cestu . Tak si ji rozdélim v hbovolnem bodé na ¢, p2. Pak f(p f(z) dz—l—f_q}2 f(z) dz =

L, F) dz— [ f(z) dz=o.

1 = 2: minule (TODO: kdy presné?)

2 = 1: fixujeme zg € Q. Pro z € Q najdeme @ takové, ze po¢atecni bod je zg, koncovy bod je z. Méjme F(z) =

f f(2) dz. Ze 2: definice F' je jednozna¢nd. Nyni F zderivujeme - parcidln{ derivace: F = R(F) + i - S(F).
8F lim F(z+h)— F(2)

Pak ﬂ( ?) = hEeR,h—0 h

malé h. Pak F(z +h) — F(z) = [ f(y) dy — [, f(w) dw = f[z7z+h] f(w) dw = Off(z +t) dt.

. Mdme ¢ spojujici body zg, z. Definujeme ¢, jako ¢ + [z, z 4+ h] pro

oF
Tedy a—(z) = R(f(2)). Analogicky v imagindrnim sméru. Tedy F’(z) = f(z), coz jsme chtéli ukdzat. H
z

Definice 22 (Hvézdovitd mnozina). Necht ©Q C C je oteviena. Rekneme, 7e Q je hvézdovitd, pokud 3P € Q
takové, ze Vz € Q0 : Usecka [P, z] celd lezi v Q.

Véta 17 (Cauchyova véta pro hvézdovitou mnozinu). Necht € je hvézdovitd mnoZina a f je spojitd na 2 a
holomorfni na 2 bez nejvyse jednoho bodu. Pak f ma na € primitivni funkci.

Diikaz. Vezmeme PeQ jako Vyznaény z hvézdovitosti
Definujeme F(z) = [ f(w

[P,z]
Ukazeme, ze F' je primitivni k f.

F F h)—F
Opét 6—(z) = lim M Vezmeme e > 0 takové, ze B(z,e) C Q a h bereme mensi nez e.

or h—0 h
Pak uvdzime trojthelnik dany P,z,z 4+ h. Pokud z & [p,z + h] : F(z+ h) — F(z) = [ f(w)dw+
[P,z+h]
Cauchy-Gorsat oy e . . ,
[ flw) dw = | f(w) dw. Pokud z lez{ na usecce, je to zjevné.
[P,z] [z,2+h]
Déle jeden neholomorfni bod vytesime podobné jako u Cauchy-Goursata. H

. . . . d
Definice 23 (Index). Necht ¢ je uzaviend cesta v Caa & (). Potom definujeme index Ind,a = (fw : > .
z—a
1
2
Véta 18 (Jordanova o kruznici (pro kiivky)). Nechf ¢ je prostd uzaviend kiivka. Pak existuji dvé oteviené

souvislé disjunktn{ neprazdné mnoziny G, Gy takové, ze C'\ (p) = G1 U Ga.
Véta 19 (Cauchytv vzorec pro kruh). Necht  je oteviend, a € Q,r € R tak, ze B(a,r) C €, f je holomorfn{

na . 1 d
PakprOMGB(a,T):f(w):% wfz( 2z

,kde ¢ : [0,2¢] = C: () =r-e"? +a je kiivka.
n! f(z) dz

Déle f ma v B(a,r) derivace vyssich fadt a f) (w) = omi Jo 2 —w)rtt
e’ zZ—w)"

Dikaz. 1) f) = flw) gty gw(2), jinak g, (w) = f'(w).

zZ—w
Vezmu ¢ > 0 malé tak, aby B(a,r +¢) C Q. B(a,r + ¢) je hvézdovitd. tedy g, ma na B(a,r + €) primitivn{
funkei.

; _ f(z) = f(w) _
Bud (p) C B(a r+e). 0 = intyg,(z) dz = f@ P = 0, tedy f = f =
Flw) - 2mi = f(u) = 3 [, L2 da.

Néaznak 2: derlvace uvnitt mtegralu (TODO). B

Jw j€ Spojitd na € a ma derivaci na Q \ {w}.



21 it ) 1 2mi
Pozorovéni (Vlastnost priméru). f(a) = 5= & d¢ = 2}” i flatre) cire dt = — [ fla+

T“”f—a b atret—a 27
rett) dt.
Véta 20 (Vyjadreni mocninnou fadou). Necht f je holomorfn{ na U(a,r),a € C,r > 0. Pak f je na U(a,r)
(n)
sou¢tem mocninné fady X2 jc,(z — a)” : ¢, = ! '(a) ,n>0
n!

Diikaz. Fixujeme z € Ul(a,r), vezmeme 1 takové, ze |z —a| < ro < r.

Vezmeme f(z) = 5= so fi dé, o(t) = a+ ree',t € [0, 27
1 1 1
Fak E—zu §—z—a+a - B = f-a Vidime, ze |2 — a] < |¢ = af = |rol, tedy |g=¢] < 1,a0 :=
le=al .
1 1 1 x (z—a)”
Tedy — = .
E e ey
S (=) LS f(e(t) 3
Pak = (t)) =T g = L - 2 at — _
ak f(z) 2m ff (t)e ()R;O (p(t) — a)r+? 27 nz::O(Z a) f (p(B)— a)n+1‘P() nZ::O(Z
n f"(a) n
)ﬁfmdé‘:;) ol (z —a)". =
» n=

Disledek 1. Na B(a,r) : f je holomorfni < f je analytickd (je vyjddfitelnd mocninnou fadou).

Véta 21 (Cauchyuv odhad). Necht f je na U(a,r) souctem fady > -, cn(z —a)™. Pro p € (0,r) oznacime
M

M, :=sup{|f(2)| : |z — a| = p}. Pak pro n > 0 plati |c,| < —2
pn

. : ) x ) f™ @) 1 f(§) 1 27 fle()¢'(t)
Diikaz. hol fni, ted —a)" = = _ IS e = — [ LAF A
tkaz. f je holomorfni, tedy nE:o cn(z—a)™ mé ¢, py ot Jer T ) £ 5 Of (D) = a) i
1 M,
\f(w(t))l dt < =¢ H
271'1 f o

Véta 22 (Liouvilleova). Kazdd omezend celd funkce je konstantni.

o0

Diikaz. Méme f celou, holomorfni na C, tedy ji mohu vyjadrit jako soucet geometrické fady: f = 3 ¢,2", 2z €
n=0

C, a zvoleno 0.

f je omezena, tedy |f(z)| < M,Vz € C.
Pak Vp > 0: \cn|<Mn =n>1=¢,=0). B

Véta 23 (Zakladni véta algebry). Necht p(z) je polynom stupné n > 1 na C. Potom p ma v C alespon jeden
koten.

Diikaz. Dokézeme sporem. Necht p nemd kofen. Pak Jrg :Vz € C: |z] > ro = |p(z)| > 1.
Uké4zeme, 7e pro velké z plati |a, 2| > |an—12" "1 +.. . +ag|+1 > |an_1]|z" " H+. . .+|ao|+1. |anz"| = |an]|z"],
. an—a [t 4+ ag] + 1 lan_1[t" L+ ...+ |ag| + 1
vezmu lim
t—o00 |a,|tm |an, |t
ro = to, pro |z| > ro plati.
Vidime, ze funkce |%| je omezend: vné B(0,7p) méme |1%| < 1, uvniti B(0,rg) je \1%| spojitd (z neexistence

=0, tedy Jtg : t > tg =

< 1, mam tedy

kotene) a B(0,rg) je kompaktni, tedy % je celd, tedy je konstantni, a tedy i p je konstantni, coz je spor. H

Véta 24 (O kotenech). Nechtf f je holomorfni na U(a,r),a € C,r > 0, f(a) = 0 a f nen{ konstantni. Pak
existuje n € N a praveé jedna funkce g holomorfni na U(a,r) takova, ze f( )=(z—a)"g(z) na U(a,r).

8

dt =



o0

Dukaz. f(z) = > cn(z — a)™

n=0
Pakco=0a3neN:cy ZO0AVm <n:c, =0. Tedy f(2) = Y cu(z —a)f = (z —a)" - 3. chan(z —a)k.
k=n k=0
Tedy g(2) = Y crin(z —a)¥, coz je nase hledané g. Polomér konvergence je stejny, ¢, # 0= g(a) #0. B
k=0

loc
Véta 25 (Weierstrassova). Necht G C C je oteviend, f, jsou holomorfni funkce a f,, = f na G.
loc
Pak f je holomorfni na G a Vm > 0: fr(tm) = f,
Dikaz. Naznak: TODO H

Véta 26 (Klasifikace singularit). Necht a € C,p > 0, f holomorfn{ na B(a,r) \ {a}. Pak nastdvd jedna z
nasledujicich situaci:
L. existuje p € (0,7) takové, Ze [f(2)| je omezend na B(a,p) \ {a}, potom existuje lim,,, f(2) = 4 a
pokud dodefinujeme f(a) = A, pak f je holomorfn{ na B(a,r). Rikdme, ze f md v a odstranitelnou
singularitu.

2. lim, 4 |f(2)] = oo, potom existuje prévé jedno p € N takové, ze pro néj existuje vlastni nenulova
limita lim, ., (2 — a)?f(2), navic existuji jednozna¢éné urcend &isla a_1,...,a_, takova, ze f(z) =

a_ 7’ . . . S Ve ’ ~ 7’ 7 7 .
Z:; —...x 7( P e mé odstranitelnou singularitu v a. Rikdme, ze f ma v a pdl nasobnosti p.
z—a

3. lim, 4 |f(2)| neexistuje, pak fikdme, ze f ma v a podstatnou singularitu.

Diikaz. 1) Vezmeme g(z2) = (z — a)?f(2) pro z # a, g(z) = 0 pro z = a.

Parciédlni derivace R(g) a S(g) jsou v a nulové a g ma totdlni diferenciél, tedy g je holomorfni na B — (a,r),
[ee]

a tedy se dd vyjadiit fadou: g(z) = 3. an(z —a)™.

n=0
(zg (a))z je omezend z predpokladu v okoli a ,tedy g(z) mé kofen stupné alespon 2, tedy ap = a; = 0, tedy
o0

f(z)= > an(z —a)" 2, tedy f je holomorfni na B(a,r).
n=2

2) lim,_,, |f(2) = oo. Vezmu g(z) = ﬁ Z limity f(z) v a plyne, ze 3p takové ze f(z) # 0 na B(a, p) \ {a}.

g(z) je holomorfni na B(a,p) \ {a} a lim,_,, g(z) = 0.
Tedy 3p; takové, ze g je omezend na G(a, p1) \ {a} a z 1 mame g holomorfné dodefinovatelnou v a a vidime

g(a) = 0.

Podle véty o kofenech tedy Ip € N: g(z) = (z — a)?
1 1
Tedy —— = (z — a)Ph(z) = f(z) =
o = e arh() = )

v
(z—a) h(z)
Pak z(a)Pf(z) = tedy lim, ,(z — a)P f(z) =
i bn(z —a)™.
n=0

) s h holomorfni na B(a, p1) a h(a) # 0.

h(z
na néjakém prstencovém okoli a.

( . Jelikoz ﬁ je holomorfni na okoli a, je ﬁ =

1
h(z)’

o0 (oo}
fiz) = W Sbp(z—a)" = Y bpyp(z—a)* = Z bptp(z —a)" + Z bp+p(z — a)™, coz je nas hledany
n=0 n=p n=p
tvar.
3) Muze nastat. B
Definice 24 (Lorentova fada, jeji reguldrni a hlavni ¢ést). Necht a € C, (¢,) C C je posloupnost (pro
n € 7).
. 00
Radu Y c¢,(z —a)™ nazveme Laurentovou fadou o stfedu a.
n=-—oo
o0 -1
Mocninnou fadu Y ¢,(z — a)™ nazveme reguldrni ¢asti Laurentovy fady a fadu > ¢,(z — a)™ nazveme
n=0 n=-—0o0o

hlavni ¢asti Laurentovy tady.



Definice 25 (Reziduum). Koeficient ¢_; v Laurentové fadé nazveme reziduum f v bodé a. Znaéime jej
resq f.

Véta 27 (Reziduova). Necht Q2 C C je oteviend mnoZzina, pro kterou plat{ Cauchyova véta (napt. hvézdovita,
ale muze byt i jind).
Déle necht M C Q je koneénd mnozina, f je funkce holomorfni na Q \ M a f m4d pély v bodech M.

Necht ¢ je uzaviend kiivka, (¢) C Q\ M. Pak [ f(z) dz =2mi- 3 Inda(p) - resyf
aeM

Dukaz. Méjme aq,...,a, € M.
-1
Pro ay mame py tak, ze f — . ¢k n(z — ag)™ holomorfni na okoli ay.
N=—pPk
-1
Vidime, ze > cgn(z —ar)™ je holomorfni na Z \ {ax}.
=Pk

m —1
Definujeme g(z) = f(2) — > >, cpn(z —ap)™
k=1n=—px
¢ mé odstranitelné singularity v bodech ag, a tedy ji dodefinujeme jako holomorfni na Q: v ax : g(z) =

f2) - T a5 (- )

I=1,l#k n=p;

Pak [ f(z) dz= [ g(z) dz + ki i S, cun(z —ap)™ dz. &3]

=1n=—pk
Dusledek 2 (Pravidla pro vypocet rezidua). Necht f, g jsou holomorfni na B(a,r) a maji pély v a. Pak
1. M4-1i f pél ndsobnosti p v a, pak res,f = (;)%1)' lim (f(2) - (2 — a)P)®—D
° z—ra

f _ f(a)
g'(a)

2. Jsou-li f,g holomorfni v a a ¢ ma kotfen nasobnosti 1, pak res,

3. Je-li f holomorfni v a a g mé pdl ndsobnosti 1, pak res,(fg) = f(a) - res.g
Definice 26 (Fourierova fada). Necht f je 2m-periodické funkce, ktera je Riemannovsky integrovatelnd na

1 27 1 27
[0, 27]. Potom definujeme pro n € N: a,, = — [(cosnz)f(z) dz,b, = — [ (sinnz)f(z) dz. (by = 0)
T o T o

- ap | X . . . o4
Potom fadu — + >_ a, cos(nz) + by, sin(nz) nazveme Fourierovou fadou funkce f v redlném tvaru.

n=1
27 . Se) .
Daéle polozime pro n € Z : ¢, = — [ f(z)e ™ dz a fadu Y, c¢,e™® nazveme Fourierovou fadou f v
v 0 n=—oo
komplexnim tvaru.
N .
Definice 27 (N-ty soucet Fourierovy fady). N-ty soucet Fourierovy fady definujeme jako S, = > ¢pe™™.
n=—N

Definice 28 (Konvoluce). Necht f,g jsou 27-periodické a Riemannovsky integrovatelné na [—m, 7. Definu-
s

1
jeme operétor konvoluce # jako f x g(x) = Py [ glz—1t)f(t) dt.

N .
Definice 29 (Dirichletovo jadro). Dirichletovo jadro definujeme jako Dy(z) = > e™*.
n=—N
.. . sin (valx)
Lemma 1 (O Dirichletové jadru). Dy(x) = ——F—~—=.
sin (%)
i(2 i(—N i(N+1 iz i(N+1 —i(N+3
Diikaz. Dy (x) = o—iNa. %V pine _ 67“\“0.1 — il nfl)z _ et(—N)z _ e%(- + ):r.felli _ el +zi) —e ’(ar +3)
n=0 1 — etz 1 —eiT —els els — e~ ls

2i  sin(2Zfly

- (%) pro x # 2km, ale umime spojité rozsitit. H

2 sin(%)

10



Definice 30 (Stejnomeérnd spojitost). Funkce f je na intervalu I stejnomérné spojitéd, pokud
Ve>030:Ve,yel:|lzv—yl<d=|f(z)— flx)| <e

Véta 28 (Spojitost a stejnomérna spojitost na uzavieném intervalu). Necht I je uzavieny interval a f je
spojita na I. Pak f je stejnomérné spojita na I.
Diikaz. Dokazeme sporem - Necht Je > 0:Védz,y € [ : |[x —y| < SA|f(x) — f(y)| > e.

. 1 . [ .
Volim §,, = —, vezmeme x,,, y, s pro spor predpokladanou vlastnosti.
Vezmeme z,,, konvergentni podposloupnost k z. Pozorujeme y,,, — . Ovéem lim f(x,, ) = f(z),lim f(y,,) =
f(z), coz je spor. B
Véta 29 (Aproximativni jednotka). Necht K, jsou spojité, 2m-periodické funkce takové, ze pro n > 1:

T
[ ]

K, (z) dx

2 2,

o Vz €R: K,(z)>0

1
e V6 > 0 plati, ze lim — Ik K,(x) dz =0

n00 2T e e\ [-5,0]
Pak (K, ) nazveme aproximativni jednotkou a pro spojitou, 27-periodickou funkei f plati f * K,, = f na R.

Diuikaz. Zpozorujeme, Ze [ je stejnomérné spojita.
Vezmu e > 0. Zpozoruji, ze pro § > 0 se ,vétsina masy“ integralu pohybuje na (—d,d). Najdu J tak, aby
Ve,y ER: |z —y| <d=|f(x) - ( )< 5.

Vezmu ng tak, aby pro n > ng : |— S/ Ky, (z) dz| < ;, kde ¢ = max f(x).
27 [\ [-6.0) ’ melt
Vezmu z € R, pron > no: |f(2) = f+Kn(2)] < [f(2)—5; [ Kn(y)-flz—y) dy| <[5 [ Ku)f(z—
- [—pi,pi]\(—9,5)
L P 1 L ;
y)dyl + (@) = 5 [ Ka)f(z —y) dyl < - o [ Kalz) de + [f(2) = o7 [ Kal(y)f(2) dyl +
-5 T — -5
(=7, 7\ [=0,6]
5
lor [ Kny)(f(2) = fla—y) dy| < §+5+5=¢ B
=5
1 N=1
Definice 31 (Fejérovo jadro). Pro N € N definujeme Fejérovo jadro jako Fy(z) = — Z D, (z).
n=0

Véta 30 (Fejérovo jadro je aproximativni jednotka). Nechf f je spojitd, 2m-periodickd funkce na R. Pak
Fyx+f= fnaR.
nw

i (Sin(7))2 L 1
Diikaz. Fy je aproximativni jednotka: 1,2 v'. 3: F}y = —F— - < ————.
(sin(5))? n - (sin(5))?
1 2 2
Vezmeme ¢ > 0 : na intervalech [—7, —0], [0, 7] je ———— spojita funkce, tedy je omezend, z véty o omezené

(sin )2
2
a mizejici posloupnosti jde navic stejnomérné k nule a z prohozeni integralu a limity jde i integral k nule. H

Véta 31 (O jednoznaénosti Fourierovych koeficienti). Necht 2m-periodickd spojitd funkce f m4a vsechny
koeficienty Fourierovy fady nulové. Pak f je nulova funkce.

Dikaz. 0= fx F,(x) = f = f je nulové funkce. H
Véta 32 (O konvergenci Fourlerovy fady). Nechf f je spojitd, 2m-periodickd funkce, a mé Fourierovy
koeficienty c,,. Necht je fada Z |cn| absolutné konvergentni. Pak Z cnt = f(x).

11



Diikaz. Y |en]AK= Y cpe™ AK (€] < 1).
Stejnomeérné: | e < > Jen| — 0.
In|>N

Ozna¢im g(z) :== > ¢, d, = o f —inzg = [ emMTetkre, da = .
n=—oc0 k=—o00 —o0

stejnom. konv. s
dz 7= 2.

g(x) mé stejné Fourierovy koeficienty Jako I (m), a podle véty o jednoznacnosti Fourierovych koeficientu

f(x) = g(z). 2

Véta 33 (Fourierova fada hladké funkce). Necht f je 2m-periodickd na R a f je spojitd na R. Potom
Fourierova tfada f konverguje stejnomérné k f na R.

T —ina 7" 7" . . T
Dikaz. cn = g3 [ e f(z) do = 5 <[ I K O dx) — [ memr@] -
—T —Tr —7 —Tr
%# f e—znwf//(x) dr = _%# f e—mzf//(x) dz.
—r -7
™
Pak |c,| = |5=75 [ e ™ f"(z) dz| < 5 - r[nax | |f(z)], tedy > ¢, konverguje z porovnavaciho kritéria.
-7 z€
Tedy z véty o konvergenci Fourierovy fady konverguje stejnomérné. H

Véta 34 (Aproximace trigonometrickym polynomem). Necht f je 2m-periodickd spojitéd funkce na R. Pak

Diikaz. f * F, je trigonometricky polynom - najdu n tak, aby |f * F,, — f| < é. 3]

V6 > 03 konetnd posloupnost (d,)N__ \ pro N € N takovd, ze Vo € R : <4

Véta 35 (Weierstrassova). Necht f je spojita funkce na uzavieném intervalu. Pak pro § > 0 existuje polynom

p(z) tak, ze | f(z) — p(x)] < 4.

Diikaz. 1) Necht f je spojita na [0, 7] (pfeskalujeme a posuneme).
2) Rozsitime na f: f(z) = f(z) @ x € [0,7], f(z) = f(—x) & z € [-7,0] a periodizujeme.
N

3) f je 2r-periodicka a spojité, tedy existuje trigonometricky polynom ) d,e™*, ktery aproximuje f s

n=—N
presnosti g
oo (inz) '
Pro kazdé n € [-N,N|NZ tada > (“Z) konverguje stejnomérné na [0,7] k . Najdu K, tak, aby
k=0 K
ine Kz o(in)k ] 6 1

e —

T —
i— k! 2 |du|-|2N 41|

Sec¢tu vsechny polynomy vynasobené d, a ¢imz ziskdm opét polynom, ktery je aproximujici s pfesnosti
5.6

s+5=0.- H
27T 2

Definice 32 (Skaldrni souéin). Nechf f,g jsou spojité, 2r-periodické funkce na R. Potom skaldrn{ soucin

0) = 5 J7 1(2)o(a) da

Definice 33 (L2-norma). Necht f je spojitd, 2m-periodicka funkce na R. Potom definujeme L2-normu jako

[fll2 = /{5 f)-

Véta 36 (Pythagorova). Necht f, g jsou spojité, 2m-periodické funkce na R a (f, g) = 0. Pak || f||2 + ||g]|2 =
If+9l3

Dikaz. (f+g,f+9) = ([, )+ (9. /) +{fr9) + (9.9 =, f)+ (9,9 H

N—>oo

Véta 37 (L>-konvergence). Necht f je spojitd, 2m-periodicka funkce na R. Pak || f * Dy — f|l2 —> 0

12



Diikaz. Necht N € N. Definujeme podprostor Py = span({e""® :n € {—N,...,N}}).
Ukazeme, ze nejblizsi bod k f v Py je f* Dy.
N

Vezmeme g € Py : g# f+xDy:g= > b,e™®, f ma tyto koeficienty: > ¢,e'"™*

n=—N n=—N
linearita EA— N . . N _ . N ) )
(f = f*Dn,g) "ET S balf — 0 cpe®T ey = 3 b, | (f,eT) = 3D (cpettr ey | | =
sk. sou¢. , " nr b= N ne" N N
N
Z (cnicn):()

n=—N

Tedy f— f*xD, L g, ajelikoz g, f * Dy € Py, vidime f — f+* Dy L g— f*x Dy

Méme kolmost, tedy z Pythagorovy véty: || f — gl|3 = ||f — f * DnlI3 + ||f * Dx — gl|3, tedy || f — gll2
|f = f * Dull2-

Vezmu 6 > 0: Fy x f = f, najdu Ny : Vn >ng : |F, = f — f| < 9.

Pak [|Fy + f = fl3 = o5 [ |Fux f— fPP(2) dz < 62

s

V

T

Tedy ||Dp * f = flla <[[Fn* f = fll2 < 4. =2

Véta 38 (Parsevalova rovnost). Necht f je 2m-periodickd funkce. Potom || f]|2 = S en)?

n=—oo

<Snfaf - Snf>

7 L%-konvergence mame (f — S, f, f — Snf) =3 0, déle (S, f, Snf) = i lex|?. Dale S, f je ortogonélni
projekee f, tedy (f — Suf, f) = (f, f — Suf) = 0. -
Tedy (f — Suf. f = Suf) + (Suf.Suf) + (f = Suf, Suf) + (Sufs f = Suf) = 3 lenP+[If = Sufl}3 =3

N=—n

X el = fllz =) 3 lenl. =2
N=—o00 N=—oc0

Véta 39 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Necht f je spojitd, 2m-periodickd funkce. Pak lim ¢, = 0 =

n——oo

lim .
n—o0

o0
Diikaz. Plyne z konvergence fady > |c,| a nutné podminky konvergence. B

n=—oo
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