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Definice 1 (Ordinál). Množina α je ordinál, je-li tranzitivńı (x ∈ α → x ⊆ α) a zároveň ∈ je dobré ostré
uspořádáńı na α.

Ordinál je izolovaný, pokud je tvaru β ∪ {β}. Jinak je limitńı.

Cvičeńı 1 (Dolńı množina tř́ıdy ordinál̊u je ordinál). Libovolná dolńı množina (On,∈) je ordinál.

D̊ukaz. Označme α = (←, β). Evidentně ∈ je dobré uspořádáńı na α, stač́ı jen ověřit tranzitivitu. �

Věta 1 (O porovnáváńı dobrých uspořádáńı). Bud’te (a, r), (b, s) dobře uspořádané množiny. Pak existuje
právě jedno počátkové vnořeńı a do b nebo b do a.

Lemma 1 (Pomocné lemma k větě o typu dobrého uspořádáńı). Bud’ a množina dobře uspořádaná relaćı r,
X dolńı množina z (a, r), X 6= a. Pak existuje právě jedno x ∈ a takové, že X = {y ∈ a : y ≤r x} = (←, x).

D̊ukaz. Necht’ x je nejmenš́ı prvek a−X. Tedy ∀y <r x patř́ı do X, tedy (←, x) ⊆ X.
Obrácená inkluze sporem: kdyby y ∈ X, y ≥r x, pak, jelikož x je dolńı množina, pak x ∈ X, a tedy

x 6∈ a−X, což je spor. �

Věta 2 (O typu dobrého uspořádáńı). Je-li a množina dobře uspořádaná relaćı r, pak existuje právě jedno
ordinálńı č́ıslo α a právě jeden izomorfismus (a, r) a (α,∈). Pak α definujeme jako ordinálńı typ r (uspořádané
množiny (a, r)).

D̊ukaz. Máme (a, r) a definujeme X = {x ∈ a : (∃α ∈ On)((←, x), r) je izomorfńı (α,<)} a takové α
označ́ıme αx. Pak X je dolńı množina, nebot’ pro x ∈ X, y ∈ a, y <r x - pak (←, y) je dolńı v (←, x), a

tedy (←, x)
ix→ (α,<) z věty o porovnáváńı dobrých uspořádáńı. Zúžeńı ix na (←, y) bude izomorfńı s dolńı

množinou v α, což je nějaký ordinál β.
Dle předchoźıho lemmatu: X = a nebo X = (←, x) pro nějaké x ∈ a.
V obou př́ıpadech definujeme f : X → On : f(y) = αy. Toto zobrazeńı je prostě a izomorfismus X s

Rng(f). Rng(f) je dolńı v On: když β < αy ∈ Rng(f), pak vzor i−1y [β] je dolńı množina v a a je rovná nějaké
(←, b) pro b ∈ X,β = αb.

Dále Rng(f) je ordinál α: pro x ∈ X : pokud x ∈ X, pak x ∈ (←, x) je spor s definićı. Tedy x = a, a f
je hledaný izomorfismus. �

Cvičeńı 2 (Dobře uspořádaná vlastńı tř́ıda neizomorfńı (On,<)). Existuje dobře uspořádaná vlastńı tř́ıda
neizomorfńı (On,<)?

D̊ukaz. TODO �

Věta 3 (Princip transfinitńı indukce). Je-li A ⊆ On tř́ıda splňuj́ıćı (∀α ∈ On)(α ⊆ A → α ∈ A), pak
A = On.

Věta 4 (Princip transfinitńı indukce, verze 2). Je-li A ⊆ On tř́ıda splňuj́ıćı

1. 0 ∈ A,

2. (∀α ∈ On)(α ∈ A→ α ∪ {α} ∈ A),

3. (∀α ∈ On)(α limitńı→ (α ⊆ A→ α ∈ A)),

pak A = On.

Věta 5 (O transfinitńı rekurzi). Je-li G : V → V tř́ıdové zobrazeńı, pak existuje právě jedno tř́ıdové
zobrazeńı F : On→ V splňuj́ıćı: (∀α ∈ On)F (α) = G(F � α).
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D̊ukaz. Definujeme tř́ıdu
”
aproximaćı“ F : A = {f : f zobrazeńı,∃β ∈ On : Dom(f) = β ∧ (∀α ≤ β)(f(α) =

G(F � α))}. Pak F =
⋃
A. Ověř́ıme požadavky: F ⊆ On× V : f ⊆ On× V F je zobrazeńı: jsou-li f, f ′ ∈ A,

α ∈ Dom(f) ∩Dom(f ′), pak f(α) = f ′(α), což dokážeme v následuj́ıćım:
Dom(f) ∩ Dom(f ′) je ordinál δ. Sporem necht’ α ∈ δ je nejmenš́ı, kde se rovnost poruš́ı, tedy f(α) 6=

f ′(α) ∧ f � α = f ′ � α. Pak f(α) = G(f � α) = G(f ′ � α) = f ′(α).
Zbývá jen ukázat, že Dom(F ) = On. Určitě Dom(F ) je dolńı části On - libovolné sjednoceńı dolńıch část́ı

je dolńı část. Tedy bud’ Dom(F ) = Om, nebo Dom(F ) = κ ∈ On, tedy z axiomu nahrazeńı je F množina, a
tedy F ∈ A (pro κ izolované, pokud je κ limitńı, pak ∀α < κ : ∃f ∈ A : α ∈ Dom(f).

Zadefinujeme F1 = F∪{(κ,G(F ) = G(F1 � κ))}, pak Dom(F1) = κ∪{κ}. Jistě F1 ∈ A, tedy κ ∈ Dom(F1),
a jelikož F1 ⊆ F (z definice), pak κ ∈ Dom(F ) = κ, což je spor s axiomem fundovanosti.

Tedy Dom(F ) = On.
Vı́me, že je zobrazeńı, a tedy ještě dokonč́ıme: F splňuje (∀α ∈ On)(F (α) = G(F � α)) : α ∈ On∃f ∈

A : α ∈ Dom(f) ∧ f(α) = G(f � α). Tedy F =
⋃
A, a tedy F ⊇ f , načež F (α) = f(α), F � α = f � α. Tedy

F (α) = G(F � α).
Jednoznačnost ukážeme sporem: necht’ F, F ′ splňuj́ı podmı́nky věty a F 6= F ′. Necht’ α je nejmenš́ı ordinál,

pro který plat́ı F (α) 6= F ′(α). Tedy F � α = F ′ � α, a tedy F (α) = G(F � α) = G(F ′ � α) = F ′(α). �

Cvičeńı 3 (Podmnožina roviny, který každou př́ımku prot́ıná právě ve dvou bodech). Ukažte, že existuje
podmnožina roviny, který každou př́ımku prot́ıná právě ve dvou bodech.

Věta 6 (AC je ekvivalentńı WO). Axiom výběru je ekvivalentńı principu dobrého uspořádáńı.

D̊ukaz.
”
⇒“: Transfinitńı rekurźı: mějme množinu x a selektor f : P(x) → x, sestroj́ıme g : On → x,

které nám pak bude indukovat dobré uspořádáńı skrze izomorfismus, a to následovně: g(0) = f(x), g(α) =
f(x \ g[α]).

”
⇐“: Máme-li dobré uspořádáńı, pak selektor f : P(x) → x může být třeba f(Y ) = minY , který je

definovaný z existence dobrého uspořádáńı. �

Cvičeńı 4. Dokažte transfinitńı rekurźı, že dobře uspořádaná vlastńı tř́ıda taková, že každá jej́ı dolńı část
je množina, je izomorfńı (On,<).

Axiom 1 (Princip maximality (Zornovo lemma)). Je-li (A,≤) uspořádaná množina taková, že každý řetězec
má nějakou horńı mez, pak nad každým prvkem a existuje maximálńı prvek b takový, že a ≤ b.

Věta 7 (AC implikuje PM). AC ⇒ PM v ZF.

D̊ukaz. Sporem: necht’ takový maximálńı prvek nad a neexistuje, tedy má ostrou horńı závoru. Uvažme f
selektor na P(A). Definujeme funkci g z množiny všech řetězc̊u (dobře uspořádaných podmnožin) pro které
je a dolńı mez: g(C) = f({x ∈ A : x je horńı mez C ∧ x 6∈ C}). Jinak g(X) := a. Definujeme H : On → A
rekurzivně: H(0) = a,H(α ∪ {α}) = g({H(α)}), pro β limitńı H(β) = g(H[β]). Pak H je ostře rostoućı
zobrazeńı (α > β → H(α) < H(β)) a H[β] je dobře uspořádaná množina. Jelikož je rostoućı, pak je i prosté
zobrazeńı On do A. Tedy uvažme bijekci H : On→ Rng(H), je to bijekce, tak existuje inverze, což je bijekce
množiny do vlastńı tř́ıdy, což je spor s axiomem nahrazeńı. �

Cvičeńı 5 (PM implikuje WO). PM ⇒WO.

D̊ukaz. Mějme množinu X a chceme k ńı naj́ıt dobré uspořádáńı. Uvažme uspořádáńı na dvojićıch (Y,≤Y ),
kde ≤Y je dobré uspořádáńı a Y ⊆ X. Pak (Y,≤Y ) � (Y ′,≤′Y ), pokud Y ⊆ Y ′ a uspořádáńı spolu na Y
souhlaśı. Toto částečné uspořádáńı je neprázdné (pro jeden prvek triviálně).

Uvažme řetězec C. Pak Y =
⋃

(Y,≤)∈C Y,≤ =
⋃

(Y,≤)∈C ≤. To je horńı mez, a tedy ze Zornova lemmatu

máme maximálńı prvek (Y,≤Y ). Pak Y = X, protože pokud ne, tak můžeme přidat chyběj́ıćı prvek jako
maximum, což je spor s maximalitou. Takže máme dobré uspořádáńı na X. �

Definice 2 (Ordinálńı funkce). Tř́ıdové zobrazeńı F je ordinálńı funkce, pokud (Dom(F ) = On∨Dom(F ) ∈
On).

Dále F je

• rostoućı, pokud a < b→ F (α) < F (β)
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• neklesaj́ıćı, pokud a ≤ b→ F (α) ≤ F (β)

Věta 8 (O ordinálńıch funkćıch). 1. Je-li F rostoućı ordinálńı funkce, pak (∀α ∈ Dom(F )) : F (α) ≥ α.

2. Je-li A dobře uspořádaná množina, B ⊆ A, α typ uspořádáńı A, β typ uspořádáńı B, pak β ≤ α.

D̊ukaz. 1: sporem: at’ α je nejmenš́ı ordinál, že F (α) < α. Pak ovšem F (F (α)) ≤ F (α), ale zároveň F (α) ≤
F (F (α)), což je spor.

2: Necht’ j : A→ α, k : B → β izomorfismy (speciálně rostoućı zobrazeńı), jejich inverze jsou také rostoućı
zobrazeńı a složeńı dvou rostoućıch zobrazeńı je také rostoućı. Pak h = k−1 ◦ j � B je také rostoućı z β do
α. A pokud α < β, pak h(α) ∈ α, a tedy máme spor s prvńı část́ı věty. �

Definice 3 (Uzavřená podmnožina). Podmnožina/podtř́ıdaX ⊆ On je uzavřená, pokud pro každou podmnožinu
Y ⊆ X plat́ı supY ∈ X.

Definice 4 (Spojitá ordinálńı funkce). Rostoućı ordinálńı funkce F je spojitá, pokud pro každý limitńı
ordinál λ ∈ Dom(F ) plat́ı F (λ) = sup{F (α) : α ∈ λ}.

Definice 5 (Normálńı ordinálńı funkce). Ordinálńı funkce je normálńı, je-li rostoućı a spojitá.

Cvičeńı 6. Je-li F normálńı, pak vzor uzavřené množiny je tvaru X ∩Dom(F ), kde X je uzavřená množina.

D̊ukaz. TODO �

Cvičeńı 7. Je-li F normálńı ordinálńı funkce, λ limitńı ordinál, pak F (λ) je limitńı ordinál.

D̊ukaz. Sporem necht’ F (λ) neńı limitńı ordinál. Pak tedy F (λ) = β + 1. Potom ze spojitosti F v́ıme, že
F (λ) = sup{F (α) : α < λ}. Ovšem jelikož F neńı limitńı, tak ∃α ∈ λ : F (α) = β + 1. Tedy α < λ a
F (α) < F (λ), což je spor s rostoucnost́ı. �

Lemma 2 (Normálńı funkce je rozumně shora omezená). Je-li F normálńı funkce, pak pro každý ordinál β
splňuj́ıćı F (0) ≤ β < sup Rng(F ) existuje největš́ı ordinál α, pro který F (α) ≤ β.

D̊ukaz. Uvažme [0, β] = β ∪ {β}, což je uzavřená množina, pak i F−1[[0, β]] je uzavřená množina, tady má
největš́ı prvek α. �

Cvičeńı 8 (Skládáńı normálńıch funkćı). Složeńı normálńıch funkćı je normálńı funkce.

D̊ukaz. Rostoucnost je zdarma: f, g rostoućı, pak α < β → f(α) < f(β)→ g(f(α)) < g(f(β)).
Spojitost: mějme λ limitńı ordinál. Pak g(f(λ)) = sup{g(α) : α < f(λ)} = sup{g(α) : α < sup{f(β) :

β ∈ λ}} �

Definice 6 (Pevný bod). Řekneme, že ξ je pevným bodem ordinálńı funkce F , pokud F (ξ) = ξ.

Věta 9 (O pevných bodech normálńı funkce). Je-li F : On→ On normálńı funkce, pak

1. ∀α ∈ On∃β ∈ On : β ≥ α, který je pevným bodem F . Přesněji: definujeme-li rekurzivně posloupnost
(αn : n < ω) jako α0 = α, αn+1 = F (αn), pak nejmenš́ı pevný bod ξ ≥ α funkce G je rovný
sup{αn : n < ω}.

2. Tř́ıda všech pevných bod̊u je uzavřená.

D̊ukaz. 1: Pokud je posloupnost pro nějaké i
”
konverguje“, takže αi = αi+1, máme to automaticky. Pokud

ale je posloupnost
”
nekonečně rostoućı“, tak mějme β = sup{αn : n ∈ ω}. Pak F (β) = sup{F (αn), n ∈ ω} =

sup{αn+1 : n ∈ ω} = sup{αn, n ∈ ω} = β, ktde prvńı a třet́ı(?) rovnost plynou z normality funkce.
Minimalita β: Necht’ α ≤ ξ < β – existuje αn ≤ ξ < αn+1 = F (αn) ≤ F (ξ), což je spor.
2: Sporem, at’ neńı: pak mějme F funkci a X (pod)množinu jej́ıch pevných bod̊u. Pak necht’ β = supX.

Pak F (β) = F (supX) = supX = β. �

Důsledek 1 (Izomorfismus mezi ordinály a pevnými body). Existuje izomorfismus J : On→ K(F ) = {ξ ∈
On : F (ξ) = ξ}, nav́ıc tento izomorfismus je normálńı funkce.
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Definice 7 (Ordinálńı součet). Součet ordinál̊u α a β je ordinál, který je typem množiny ({0}×α)∪({1}×β)
při lexikografickém uspořádáńı.

Definice 8 (Ordinálńı součin). Součin ordinál̊u α a β je ordinál, který je typem množiny β × α při lexiko-
grafickém uspořádáńı.

Lemma 3 (Jednoduché vlastnosti součtu a součinu). Pro α, β, γ ordinály:

• α+ 1 = α ∪ {α}

• α+ 0 = α = 0 + α

• α+ (β + γ) = (α+ β) + γ

• α · 0 = 0 = 0 · α

• α · 1 = 1 = 1 · α

• α · 2 = α+ α

• α · (β · γ) = (α · β) · γ

Ovšem také:

• 1 + ω = ω 6= ω + 1

• 2 · ω = ω 6= ω · 2

Lemma 4 (Monotonie součtu). Pro α, β, γ ordinály:

• α < β → γ + α < γ + β

• α ≤ β → α+ γ ≤ β + γ

Lemma 5 (Monotonie součinu). Pro α, β, γ ordinály:

• pokud γ > 0, pak α < β → γ · α < γ · β

• α ≤ β → α · γ ≤ β · γ

Lemma 6 (Distributivita zleva). Pro α, β, γ ordinály: α(β+ γ) = α ·β+α · γ. ALE: (1 + 1) ·ω = ω 6= ω+ω

Lemma 7 (Existence pravého rozd́ılu). Je-li α ≤ β, pak existuje právě jeden ordinál ρ takový, že β = α+ρ.

Př́ıklad 1. x+ 0 = ω - x = ω x+ 5 = ω - nemá řešeńı 5 + x = ω - x = ω x+ ω = ω - x ∈ ω

Lemma 8 (Děleńı se zbytkem). Je-li β > 0, α, β ordinály, pak existuj́ı jedniznačně určené ordinály δ ≤
α, ρ < β takové, že α = β · δ + ρ.

Věta 10 (Spojitost +, ·). ∀α ∈ On je ordinálńı funkce F (x) = α+x normálńı. Pro α > 0 je ordinálńı funkce
F (x) = α · x normálńı.

Definice 9 (Mocnina ordinál̊u). αβ definujeme rekurzivně:

• α0 = 1

• αβ+1 = αβ · α

• pro β limitńı: αβ = sup{αγ : γ < β}.

Lemma 9 (Vlastnosti mocniny). 01 = 00 · 0 = 0 0β = 0 pro β > 0 1β = 1 α1 = α

Lemma 10 (Monotonie ordinálńı mocniny). • α ≤ β → αγ ≤ βγ

• (α > 1 ∧ β < γ)→ αβ < αγ .
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Lemma 11 (Spojisto mocniny). Pro α > 1 je F (x) = αx normálńı ordinálńı funkce. Nav́ıc

• αβ+γ = αβ · αγ

• (αβ)γ = αβ·γ

Pozn. (ω,+, 1,+, ·) je standardńı model Peanovy aritmetiky.

Lemma 12. Necht’ k,m0,m1, . . . ,mk ∈ ω a γ0, γ1, . . . , γk < δ. Pak ωδ > ωγ0 ·m0 +ωγ1 ·m1 + . . .+ωγk ·mk.

Věta 11 (O rozvoji ordinálu v mocninách ω). ∀α ∈ On,α > 0 existuj́ı jednoznačně určená přirozená č́ısla
k,m0, . . . ,mk ∈ ω \ {0} a ordinály γ0 > γ1 > . . . > γk takové, že α = ωγ0 ·m0 + ωγ1 ·m1 + . . . + ωγk ·mk.
Tomu ř́ıkáme Cantor̊uv normálńı tvar.

Důsledek 2 (Důsledky existence Cantorova normálńıho tvaru). 1. Pokud α > 0, pak existuje právě jedno
l a jednoznačné γ0 ≥ γ1 ≥ . . . ≥ γk takové, že α = ωγ0 + ωγ1 + . . .+ ωγk .

2. existuj́ı jednoznačně určené ordinály β, γ ∈ On : α = ωγ(β + 1).

Definice 10 (ε-č́ıslo, ε0). Pevný bod funkce F (x) = ωx nazveme ε-č́ıslem.

ε0 je nejmenš́ı ε-č́ıslo (ε0 = sup{ω, ωω, ωωω , . . .}), stále se jedná o spočetný kardinál

Definice 11 (Herkules a hydra). Hydra je zakořeněný strom, hlava hydry je list stromu.

Bitva: po kolech: v n-tém kole Herkules usekne jednu hlavy hydry a z prarodiče useknuté hlavy vyroste n
kopíı podstromu (bez useknuté hrany). Když usekne hlavu u kořene, nic nevyroste. Herkules vyhraje, pokud
umı́ hyfru zbavit všech hlav, hydra vyhraje, pokud přežije nekonečně dlouho.

Věta 12 (Herkules vždy vyhraje). Každá Herkulova strategie je vyhrávaj́ıćı.

D̊ukaz. Máme-li strom, přǐrad́ıme mu α následovně: listy maj́ı 0. Vnitřńı vrcholy maj́ı hodnotu ωα1 + . . .+
ωαn : α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αn, kde αi jsou hodnoty jejich

”
syn̊u“. Ordinál hydry je hodnota kořene.

Stač́ı ověřit, že ∀0 < α < ε0 : [α]σ(n) < α. �

Věta 13 (PA nemůže dokázat Herkulovu výhru). V Peanově aritmetice nelze dokázat, že každá Herkulova
strategie je vyhrávaj́ıćı.

Definice 12 (Goodsteinova posloupnost). Necht’ m0 je přirozené č́ıslo. Pak Goodsteinova posloupnost je
definována následovně: m0 je fixované, a mn+1 z mn vytvoř́ıme tak, že úplně vyjádř́ıme mn podle základu
n+ 2 (tj. i mocniny rozeṕı̌seme podle základu 2), a všechny výskyty č́ısla n+ 2 nahrad́ıme č́ıslem n+ 3.

Věta 14 (Goodsteinova věta). ∀mO ∈ ω∃n ∈ ω : mn = 0.

D̊ukaz. Myšlenka: sestroj́ıme posloupnost ordinál̊u µ0, . . . takovou, že µn > 0→ µn+1 < µn a ∀n ∈ ω : mn ≤
µn.

Definujeme:

• e : ω × ω × On → On – změna základu z n na x: e(0, n, x) = 0, m =
∑k
i=0 n

i · pi : e(m,n, x) =∑k
i=0 x

e(i,n,x) · pi.

• Gm : ω → ω –
”
jeden krok Goodsteinovy posloupnosti“, chceme mn+1 = Gn+2(mn) : Gn(0) =

0, G(n,m) = e(m,n, n+ 1)− 1.

• On : ω → On –
”
nahrazeńı základu n základem ω“: On(0) = 0, On(m) = (e,m, n, ω), plat́ı On(m) < ε0

• 〈〉 : ε0 × ω → ε –
”
simulace odečteńı 1 od ordinálu“: 〈0〉(n)0, 〈β + 1〉(n) = β, pro α limitńı: α =

ωδ(β + 1) : 〈α〉(n) = ωδ · β + ω〈δ〉(n) · n+ 〈ω〈δ〉(n)〉(n) - funguje pro α < ε0.
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Zpozorujeme, že 0 < α < ε0 → 〈α〉(n) < α, což ukážeme indukćı: mějme α = ωδ · (β + 1), ε = 〈δ〉(n).
Pak 〈α〉(n) = ωδ · β + ωε · n+ 〈ωε〉(n). Nebot’ δ < α, máme z IP, že ε = 〈δ〉(n) < δ, tedy ωε < ωδ < α, tedy

〈ωε〉(n)
IP
< ωε.

Tedy 〈α〉(n) < ωδ · β + ωε(n+ 1) < ωδ · β + ωε · ω < ωδ · β + ωδ = ωδ(β + 1) = α.
Pomocné lemma: pro α < ε0,m, n,∈ ω: m,n > 0→ On+1(m− 1) = 〈On+1(m)〉(n), d̊usledkem je, že pro

n > 1 〈On(m)〉(n) = On+1(Gn(m)).

Důkaz lemmatu: indukćı podle m: necht’ m =
∑k
i=0(n+ 1)i · pi a mějme j nejmenš́ı index že pj > 0.

Je-li j = 0, pak On+1(m) je izolovaný ordinál, mějme α = β + 1. Pak 〈On+1(m)〉(n) = β(. . . + p0 − 1),

tedy On+1(m− 1) = On+1(
∑k
i=1 n

i · pi + p0 − 1) = β
Je-li j > 0, pak On+1(m− 1): m− 1 =

∑
i=j+1(n+ 1)i · pi + (n+ 1)j · pj − 1 =

∑
i=j+1(n+ 1)i · pi + (n+

1)j · (pj − 1) + (n+ 1)j − 1 =
∑
i=j+1(n+ 1)i · pi + (n+ 1)j · (pj − 1) + (n+ 1)j−1 · n+ (n+ 1)j−1 − 1. Pak

On+1(m− 1) =
∑
ωe(i,n+1,ω) · pi + ωe(j,n+1,ω) · (pj − 1) + ωOn+1(j−1) · n+On+1((n+ 1)j−1 − 1).

Celkem tedy On+1((n+ 1)j · pj − 1) =
Potom tedy z lemmatu označ́ıme µn = On+2(mn) = e(mn, n, ω) ≥ mn. Pak µn+1 = On+3(mn+1) =

On+3(Gn+2(mn)) = 〈On+2(mn)〉(n+ 2) = 〈µn〉(n+ 2) < µn.
�

Věta 15 (PA nemůže dokázat Goodsteinovu větu). Goodsteinovu větu nelze dokázat v Peanově aritmatice.

Definice 13 (Fundamentálńı posloupnost limitńıho ordinálu). Fundamentálńı posloupnost limitńıho or-
dinálu α < ε0 je rostoućı posloupnost α[0], α[1], . . . taková, že α = sup{α[n] : n ∈ ω}.

Je-li α = α′ + ωαk · nk, αk je minimálńı exponent v Cantorově normálńım tvaru, pak

• pro αk limitńı je α[n] = α′ + ωαk · (nk − 1) + ωαk[n]

• pro αk izolované je α[n] = α′ + ωαk · (nk − 1) + ωαk−1 · (n+ 1)

Př́ıklad: ω[n] = n+ 1, ωω[n] = ωn+1, ωk+1 = ωk · (n+ 1).

Definice 14 (Hardyova hierarchie). Pro α < ε: definujeme induktivně Hα : ω → ω.

• H0(n) = n

• Hα+1 = Hα(n+ 1)

• pro α limitńı Hα(n) = Hα[n](n).

• Hε0(n) = Hγn(n), kde γn je ωω
...

, kde n je výška věžové funkce.

Př́ıklad: Hω(n) = 2n+ 1.
Cvičeńı: Hω+ω(n), Hω·k(n), Hω·ω(n), Hωω (n)
Plat́ı: Je-li f : ω → ω rekurzivńı funkce a v PA je dokazatelné, že f je totálńı, pak existuje α < ε0 taková,

že f ∈ o(Hα). V PA nelze dokázat, že Hε0 je totálńı.

Definice 15 (Rychle rostoućı hierarchie (Wainerova–Löbova)). Pro α < ε0 : definujeme induktivně fα :
ω → ω:

• f0(n) = n+ 1

• fα+1(n) = f
(n)
α (n), tedy fα aplikovaná n-krát

• pro α limitńı je fα(n) = fα[n](n)

Plat́ı: fα ∼ Hωα . Primitivńı funkce lze od určitého n0 shora omezit nějakou fn pro n ∈ ω.

Definice 16 (Goodsteinova funkce). Goodsteinova funkce G (n) je délka Goodsteinovy posloupnosti zač́ınaj́ıćı
m0 = n.

Plat́ı: G (n) ∼ fε0 ∼ Hε0 . PA ` (∃m)(G (n) = m) pro fixńı n, ale PA 6` (∀n)(∃m)(G (n) = m).
Dále plat́ı: je-li n = 2m1 + . . . + 2mk : m1 > m2 > . . . > mk, pak G (n)fα1

(fα2
(. . . fαk(3))) − 2, kde

αi = e(mi, 2, ω) = O2(mi).
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Definice 17 (Kardinálńı č́ıslo a reprezentace mohutnosti). Lze-li x dobře uspořádat, pak |x| je nejmenš́ı
prvek množiny On ∩ {y : y ≈ x}.

κ je kardinálńı č́ıslo (kardinál), je-li κ ordinál, který nelze prostě zobrazit na žádný menš́ı ordinál.
Tř́ıdu všech kardinálńıch č́ısel znač́ıme Cn = {κ ∈ On : (∀α < κ)(α 6≈ κ)}.
Kardinály typicky znač́ıme ṕısemky zprostřed alfabety: κ, λ, µ, ν. Kardinál je mohutnost množiny x,

znač́ıme |x| = κ, pokud x ≈ κ.

Lemma 13 (Kardinály jsou uzavřené). Cn je uzavřená tř́ıda (tj. je-li X ⊆ Cn, pak supX ∈ Cn).

D̊ukaz. σ = supX =
⋃
X ∈ On Necht’ α < σ, tedy α ∈

⋃
X, tedy ∃κ ∈ X : α < κ ⊆ σ. Nebot’ κ je kardinál,

neexistuje prosté zonrazeńı z κ do α, tedy nemůže ani existovat prosté zobrazeńı z σ do α. �

Věta 16 (Kardinál̊u je hodně). 1. Ke každému kardinálu existuje ještě větš́ı kardinál.

2. Cn je vlastńı tř́ıda.

D̊ukaz. 1: Sporem: necht’ κ je největš́ı kardinál. Pak pro každý ordinál α > κ existuje prosté zobrazeńı α na
κ (bijekce). Tedy κ lze dobře uspořádat oplde typu α, pro α 6= α′ tato uspořádáńı jsou neizomorfńı. Ovšem
každé dobré uspořádáńı na κ je podmnožinou κ× κ, a tedy nálež́ı do P(κ× κ). Necht’ Rα ∈ P(P(κ× κ)) je
množina všech dobrých uspořádáńı podle α: zobrazeńı R : α 7→ Rα tak, že R : On − κ → P(P(κ × κ)) je
prosté.

Vezmeme inverzńı zobrazeńı R−1 : Rng(R) → On − κ - zobrazuje množinu na vlastńı tř́ıdu, což je spor
se schématem axiomu nahrazeńı.

2: Pokud by Cn byla množina, pak supCn je kardinál, ale to je spor s jedničkou. �

Definice 18 (Následńık kardinálu). Necht’ κ ∈ Cn. Následńık kardinálu κ je κ+: nejmenš́ı kardinál λ > κ.
Pak κ je předch̊udce kardinálu λ.

Definice 19 (Limitńı kardinál). Necht’ λ ∈ Cn. Řekneme, že λ je limitńı kardinál, pokud nemá předch̊udce.

Důsledek 3 (O existenci alefu). Cn − ω je dobře uspořádaná vlastńı tř́ıda, existuje jednoznačně určená
normálńı funkce ℵ : On→ Cn − ω.

Definice 20 (Alef). ℵα = ℵ(α).

Pozorováńı (O limitnosti ℵα). ℵ0 je limitńı kardinál, pro α > 0ℵ0 je limitńı, právě když α je limitńı.

Důsledek 4 (O alefech). Znač́ıme ωα = ℵα.

1. α ≤ ℵα

2. ωα je limitńı ordinál ∀α.

3. je-li ξ ∈ On limitńı, pak ℵξ = sup{ℵα : α < ξ}.

Věta 17 (Kartézský součin alef̊u je velký alef). Pro každé α ∈ On plat́ı, že |ℵα × ℵα| = ℵα.

D̊ukaz. Transfinitńı indukćı podle α: Pro α = 0: |ω × ω| = ω - maximo-lexikografické uspořádáńı.
Pro α > 0: uváž́ıme maximo-lexikografické uspořádáńı na ωα×ωα, to je dobré, a tedy je izomorfńı právě

jednomu ordinálu ν. Ukážeme, že ν = ωα Jistě ωα � ν ≈ ωα × ωα, nebot’ ωα je kardinál, máme ωα ≤ ν.
Sporem necht’ ωα < ν. Pak ωα ∈ ν, a tedy ωα je izomorfńı dolńı množině určené (γ, δ) ∈ ωα × ωα. Beru

ξ = max(γ, δ) + 1. Pak (←, (γ, δ)) ⊆ ξ × ξ. Nebot’ ξ ∈ ωα, máme ξ < ωα, tedy |ξ| < ωα, tedy |ξ| = ωβ pro
β < α. Z IP: |ξ × ξ| = |ξ| = ωβ < ωα, ale |(←, (γ, δ))| = ωα, což je spor, nebot’ (←, (γ, δ)) ⊆ ξ × ξ. Tedy
ωα = ν. �

Definice 21 (Kardinálńı součet a součin). Pro kardinály κ, λ ∈ Cn : κ+ λ = |({0}× γ)∪ ({1}× λ)|, κ · λ =
|λ× κ|.

Pozorováńı (O kardinálńım součtu a součinu). Kardinálńı součet i součin jsou asociativńı, komutativńı,
distributivńı. Na přirozených č́ıslech se shoduj́ı se sč́ıtáńım a násobeńım ordinál̊u i ze ZŠ.
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Věta 18 (O součtu a součinu kardinál̊u). 1. α, β ∈ On : ℵα + ℵβ = ℵα · ℵβ = max(ℵα,ℵβ)

2. κ, λ ∈ Cn, aspoň jeden z nich je nekonečný, potom κ+ λ = max(κ, λ).

3. Jsou-li κ i λ nenulové, pak κ · λ = max(κ, λ).

D̊ukaz. Prvńı část plyne z následuj́ıćıch dvou. κ+ λ ≥ max(κ, λ), κ · λ ≥ max(κ, λ) triviálně.

”
≤“: µ := max(κ, λ). Máme µ � ({0}×κ)∪ ({1}×λ) � 2×µ ≈ µ. Stejně tak µ � κ×λ � µ×µ ≈ µ. �

Definice 22 (Kofinálńı množina). Bud’ X množina částečně uspořádaná relaćı ≤. Množina Y ⊆ X je
kofinálńı s X (je kofinálńı podmnožinou) vzhledem k ≤, pokud ∀x ∈ X : ∃y ∈ Y : x ≤ y.

Pozorováńı (O kofinalitě). Y obsahuje všechna maxima (X,≤), největš́ı prvek X je sám o sobě kofinálńı
podmnožinou.

”
být kofinálńı podmnožinou“ je tranitivńı relace.

Definice 23 (Kofinál). Je-li α limitńı ordinál, pak kofinál α je nejmenš́ı ordinál β, která je typem nějaké
podmnožiny množiny α, která je kofinálńı s množinou α. Znač́ıme cf(α).

Př́ıklad 2 (Př́ıklady kofinál̊u). • cf(ω) = ω

• cf(ℵω) = ω : {ℵa : a ∈ ω}

• cf(ω + ω) = ω

• cf(ω · ω) = ω

• cf(ωω) = ω

Cvičeńı 9 (Kofinál spočetného ordinálu je ω). Pro každý spočetný ordinál α je cf(α) = ω.

D̊ukaz. TODO �

Cvičeńı 10 (Kofinál alefu). Pro každý limitńı ordinál α je cf(ℵα) = cf(α).

D̊ukaz. TODO �

Lemma 14 (Kofinály limitńıch ordinál̊u). Je-li α limitńı ordinál, pak:

1. cf(cf(α)) = cf(α)

2. cf(α) je nekonečný kardinál

D̊ukaz. Prvńı část: β = cf(α), γ = cf(cf(α)), tedy γ ≤ β. Tedy existuje rostoućı ordinálńı funkce f : β →
α,Rng(f) je kofinálńı podmnožina množiny α. Analogicky g : γ → β,Rng(g) je kofinálńı podmnožina
množiny β. Složeńı g ◦ f : γ → α je rostoućı ordinálńı funkce (f, g jsou obě rostoućı) zobrazuj́ıćı γ na
kofinálńı podmnožinu množiny α. Tedy cf(α) ≤ γ, a tedy β = γ.

Druhá část: sporem: necht’ ∃κ < cf(α), κ ∈ Cn a bijekce f : κ → cf(α). Definujeme κ → cf(α) jako
g(β) := sup(f [β] ∪ f(β)). g je neklesaj́ıćı a Rng(g) je kofinálńı podmnožinou cf(α). Mějme tedy γ ordinálńı
typ Rng(g).

Ukážeme, že γ ≤ κ: pomoćı g najdeme bijekci mezi Rng(g) a podmnožinou κ (označ́ıme λ). Nav́ıc dokonce
stač́ı prostá funkce: máme-li y ∈ Rng(g), pak y 7→ min{x : x ∈ κ∧ g(x) = y} (též g−1(y)). Vı́me, že typ λ je
γ, tedy γ ≤ κ.

Existuje rostoućı zobrazeńı h : cf(α)→ α takový, že Rng(α) je kofinálńı s α. h[Rng(g)] je opět kofinálńı
s α a je též typu γ. Pak γ ≤ κ < cf(α), což je spor s definićı kofinálu. Tedy cf(α) muśı být kardinál. �

Definice 24 (Regulárńı/singulárńı kardinál). Je-li κ nekonečný kardinál, pak řekneme, že κ je

• regulárńı kardinál, pokud cf(κ) = κ

• singulárńı kardinál, pokud cf(κ) < κ
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Důsledek 5 (Kofinály jsou regulárńı). cf(α) je regulárńı kardinál.

Poznámka (Bezespornost jediného regulárńıho kardinálu). V ZF je tvrzeńı
”
ℵ0 je jediný regulárńı kardinál“

bezesporné (Gitik).

Věta 19 (Singularita nekonečného kardinálu). Nekonečný kardinál κ je singulárńı, právě když je sumou
méně než κ množin mohutnosti menš́ı než κ.

D̊ukaz.
”
⇒“: κ je singulárńı,, tedy ∃X ⊆ κ kofinálńı s κ typu cf(κ) < κ. Pak supX = κ⇔

⋃
X = κ, a tedy

|X| = cf(κ) < κ a ∀x ∈ X : |x| < κ, kde prvńı ekvivalence plyne ze shodováńısuprema a sumy v ordinálech
a x jsou množiny ordinál̊u, tedy maj́ı mohutnost.

”
⇐“: Je-li κ =

⋃
X, |X| < κ, ∀x ∈ X : |x| < κ, máme dvě možnosti. Prvńı možnost je, že ∃x ∈ X : x je

kofinálńı s κ. Z toho rovnou cf(κ) ≤ |x| < κ, tedy κ je singulárńı.
Jinak oznáıme Y := {supx : x ∈ X}, což je kofinálńı podmnožina κ. Jistě |Y | ≤ |X|: máme zobrazené X

na Y a d́ıky dobrému uspořádáńı X máme dokonce i Y � X. Pak |X| ≤ κ, a tedy cf(κ) ≤ κ. �

Důsledek 6 (Zobecněný Dirichlet̊uv princip). J-li κ regulárńı kardinál a κ =
⋃
X, |X| < κ, pak existuje

x ∈ X : |x| = κ.

Lemma 15 (Sjednocováńı alef alfa (AC)). Je-li |X| ≤ ℵα a ∀x ∈ X : |x| ≤ ℵα, pak |
⋃
X| ≤ ℵα

D̊ukaz. Prostě zobraźıme
⋃
X do ωα × ωα. Z předpokladu existuje prosté zobrazeńı f : X → ωα a pro

každé x ∈ X je množina cx všech prostých zobrazeńı množiny x do ωα neprázdná. Selektor na množině
C = {cx : x ∈ X} pak ke každému x ∈ X vybere nějaké prosté zobrazeńı gx : x → ωα. Prosté zobrazeńı
h :

⋃
X → ωα × ωα definujeme tak, že libovolnému y ∈

⋃
X přǐrad́ıme hodnotu h(y) = (δ, gx(y)) pro δ

nejmenš́ı ordinál takový, že y ∈ x a f(x) = δ. �

Věta 20 (O regulárńıch kardinálech (AC)). Pro každé ordinálńı č́ıslo α je ℵα+1 regulárńı kardinál.

D̊ukaz. Sporem: je-li ℵα+1 singulárńı, existuje kofinálńı podmnožina X ⊆ ωα+1 mohutnosti ≤ ℵα. Nav́ıc
každý prvek X má mohutnost ≤ ℵα, ωα+1 =

⋃
X, tedsy dle lemmatu |

⋃
X| ≤ ℵα, což je spor: |

⋃
X| =

ℵα+1 ≤ ℵα. �

Definice 25 (Nedosažitelné kardinály). Kardinál κ je

• slabě nedosažitelný, je-li nespočetný, limitńı a regulárńı

• nedosažitelný, je-li slabě nedosažitelný a nav́ıc ∀λ < κ : 2λ < κ

Axiom 2 (Hypotéza kontinua (CH)). 2ℵ0 = ℵ1

Axiom 3 (Zobecněná hypotéza kontinua (GCH)). ∀α ∈ On : 2ℵα = ℵα+1.

Cvičeńı 11. Každý nekonečný singulárńı kardinál κ je supremem cf(κ) regulárńıch kardinál̊u.

Definice 26 (Kardinálńı mocnina). Pro κ, λ ∈ Cn : κλ = |λκ|

Cvičeńı 12. κµ+ν = κµ · κν ,(κµ)ν = κµ×ν .

D̊ukaz. TODO �

Věta 21 (O kardinálńı mocnině). Necht’ κ, λ jsou kardinálńı č́ısla. Pak

1. 00 = 1, λ > 0→ 0λ = 0, κ0 = 1

2. ω ≤ κ ∧ 0 < λ < ω. Pak κλ = κ.

3. 2 ≤ κ ≤ λ ∧ ω ≤ λ, pak κλ = 2λ.

D̊ukaz. 1. Rozepsat

2. Rozepsat - indukćı podle n (λ).
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3. κλ ≥ 2λ z monotonie. κλ ≤ 2λ: λκ ⊆ P(λ× κ). Tedy 2λ ≤ κλ ≤ 2λ·κ ≤ 2λ.
�

Definice 27 (Kontinuum). Kardinál 2ω = |R| = |P(ω)| nazýváme mohutnost́ı kontinua.

Definice 28 ((Nekonečný) součet a součin souboru kardinál̊u). Je-li 〈κi : i ∈ I〉 je soubor kardinál̊u indexo-
vaný množinou I (zkratka pro funkci I → Cn).∑

i∈I κi = |
⋃

({i} × κi)|,
∏
i∈I κi = |×i∈I κi|.

Definice 29 (Množina podmnožin dané velikosti). Necht’ X je množina, λ je kardinál. Pak [X]λ = {x ⊆
X : |x| = λ}, [X]<λ = {x ⊆ X : |x| < λ}.

Lemma 16 (O velikosti množiny podmnožin). Je-li |X| = κ ≥ ω, λ ∈ Cn, pak

1. pro λ ≤ κ je |[X]λ| = κλ

2. pro λ ≤ κ+ je |[X]<λ| =
∑
µ<λ κ

µ.

D̊ukaz. Z jedničky plyne dvojka: [X]<λ =
⋃
µ<λ[X]µ.

Jednička: Bez újmy na obecnosti necht’ X = κ. Pak ≥: λκ ⊆ [λ × κ]λ, tedy kappaλ ≤ [κ]λ. Naopak
≤: chceme λ-prvkové podmnožině x ⊆ [X]λ přǐradit fx : λ → X, která je bijekćı. Pomoćı AC se nám to
podař́ı. �

Definice 30 (Slabá mocnina). Pro κ, λ ∈ Cn: slabou mocninou κ<λ =
∑
µ<λ κ

µ.

Lemma 17 (Výpočet nekonečného součtu). Bud’ 〈κi : i ∈ I〉 soubor kardinálńıch č́ısel, κi > 0. Je-li |I| nebo
nějaké κi nekonečné, pak

∑
i∈I κi = max(|I|, sup{κi : i ∈ I})

D̊ukaz.
”
≤“: κ = supi∈I κi. Pak

∑
i∈I κi ≤ |I × κ| = max(|I|, κ)

”
≥“: |I| =

∑
i∈I 1 ≤

∑
κi, nav́ıc ∀j : κj ≤

∑
κi, tedy κ ≤

∑
κi. �

Důsledek 7 (O velikosti sjednoceńı). Jsou-li Xi množiny mohutnost́ı |Xi| = κi a sup{κi : i ∈ I} je kardinál
≥ |I|,≥ ω. Pak |

⋃
i∈I Xi| = sup{Xi : i ∈ I} =

∑
κi.

Důsledek 8 (O singularitě kardinálu). κ je singulárńı kardinál, právě když existuj́ı kardinály λ < κ : κi <
κ, i < λ takové, že κ =

∑
i<λ κi.

Lemma 18 (Součet a součin). Bud’ 〈κi : i ∈ I〉 soubor, kde κi ≥ 2. Pak
∑
i∈I κi ≤

∏
i∈I κi.

D̊ukaz. (Náznak):

• |I| = 0 :
∑

= 0,
∏

= 1.

• |I| = 1 :
∑

= κi =
∏

.

• |I| = 2 : součet: prostě poč́ıtáme z definice dvě věci. součin: všechno kromě nul dáme na souřadnice,
jednu nulu dáme na (0, 0), druhou na (1, 1).

• |I| ≥ 3 : κi \{0} 7→ (0, . . . , 0, κi, 0, . . . , 0), i-tá souřadnice je jediná nenulová - jakoby i-tá hrana kvádru.
Pak 0 ∈ κi 7→ (1, . . . , 1, 0, 1, . . . , 1), nula na i-té souřadnici.

�

Věta 22 (Königova nerovnost). Necht’ I 6= ∅ : ∀i ∈ I : κi < λi. Pak
∑
i∈I κi <

∏
i∈I λi.

D̊ukaz. Je-li λi = 1, pak κi = 0, a všechny tyto indexy můžeme vynechat, takže máme indexy i takové, že

λi ≥ 2. Pak
∑
κi ≤

∑
λi

lemma
≤

∏
λi.

Zbývá ostrost: dokážeme sporem diagonálńı metodou: necht’
∑
κi

=
∏
λi. Tedy×i∈I λi =

⋃
i∈I Xi pro

Xi disjunktńı a |Xi| = κi. Necht’ Yi = {f(i) : f ∈ Xi}. Pak |Yi| ≤ |Xi| = κi < λi, tedy λi \ Yi 6= ∅.
Definujeme funkci g ∈×i∈I λi jako g(i) = min(λi \ Yi). Pak g nepatř́ı do žádné Xi, což je spor. Tedy máme
nerovnost. �
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Důsledek 9 (König a kofinály). Bud’te κ, λ kardinály takové, že κ ≥ 2, λ ≥ ω. Pak

1. cf(2λ) > λ

2. cf(κλ) > λ

3. λcf(λ) > λ

D̊ukaz. 1,2: Necht’ 〈κi : i < λ〉 je posloupnost kardinál̊u, κi < κλ. Použijeme Königovu nerovnost pro λi = κλ.

Pak
∑
i<λ κi

K. n.
<

∏
i<λ κ

λ = κλ·λ = κλ, tedy {κi : i < λ} neńı kofinálńı vzhledem k κλ.
3: bud’ {xi : i < cf(λ)} množina kofinálńı vzhledem k λ. Pak κi = |xi| < λ, použijeme Königovu nerovnost

pro λi = λ. Pak λ = |
⋃
i<cf(λ) xi| =

∑
κi < λcf(λ). �

Důsledek 10 (Důsledky pro 2ℵα). α ≤ β → ℵα ≤ ℵβ(1), 2ℵα > ℵα(Cantor)(2), cf(2ℵα) > ℵα(3), speciálně
cf(2ω) > ω, 2ω 6= ℵω.

Easton (1970): Pro regulárńı kardinály ℵα je bezesporné 2ℵα = ℵG(α) pro G(κ) ordinálńı funkci splňuj́ıćı
(1),(2),(3).

Silver: GCH nemůže být poprvé porušena na singulárńım kardinálu ℵα, jehož kofinál je nespočetný.

Nekonečná kombinatorika

Definice 31 (Strom, větve, výšky). • Strom je uspořádaná množina (T,≤), která splňuje ∀x ∈ T :
dolná množina určená x, tj, (←, x] je dobře uspořádaná dle ≤.

• Větev ve stromě je jeho maximálńı řetězec

• Výška x ∈ T Ht(x), př́ıp. H(x) je ordinálńı typ (≤, x)

• Tα = {x ∈ T : HT (x) = α} je α-tá hladina T

• Výška T je nejmenš́ı α, pro které je Tα = ∅ (alternativně H(T ) = sup{HT (x) + 1, x ∈ T})

• Délka větve je ordinálńı typ jej́ıho uspořádáńı

• Kofinálńı větev je větev, jej́ıž délka je H(T ).

Cvičeńı 13 (Každý řetězec ve stromě je dobře uspořádaná množina). Každý řetězec ve stromě je dobře
uspořádaná množina.

D̊ukaz. TODO �

Věta 23 (König, (AC)). Každý strom výšky ω, jehož každá hladina je konečná, má kofinálńı větev.

D̊ukaz. |T | = ω. Pro x ∈ T : [x,→) znač́ıme podstrom zač́ınaj́ıćı v x a (x,→) jsou
”
následńıci“ prvku x. Pak

T =
⋃
x∈T0

[x,→). Jelikož každá hladina je konečná, i |T0| < ω. Z Dirichletova principu ∃x0 ∈ T0 : [x0,→) je
nekonečný podstrom a (x0,→) je nekonečná podmnožina. Obecně pro xn ∈ Tn : (xn,→) =

⋃
y∈Tn+1,y>x

[y,→
). Je-li (xn,→) nekonečná, pak ∃y ∈ Tn+1 : x < y takové, že (y,→) je nekonečná. Z axiomu výběru existuje
f : T → T , která

”
vyb́ırá y“ t.ž. x ∈ Tn+1 : |(x,→)| = ω, pak f(x) ∈ Tn+1, x < f(x), |(f(x),→)| = ω.

Tranzitivńı reukrźı můžeme sestrojit posloupnost (Xn, n ∈ ω) : Xn+1 = f(Xn), Xn < Xn+1. �

Cvičeńı 14. Odvodt’e Königovu větu z principu maximality.

Poznámka (König obecněji). Aronszajn: existuje strom výšky ω1, jehož každá hladina je spočetná a nemá
kofinálńı větev.

Zobecněńı: pokud cf(κ) = ω a každá hladina je konená, pak existuje kofinálńı větev. Nav́ıc pokud cf(κ) > ν
a každá hladina má mohutnost < ν, pak existuje kofinálńı větev.

Definice 32 (Částečný selektor, pokryt́ı, filtrované prodloužeńı). Necht’ 〈Ai : i ∈ I〉 je soubor konečných
množin. Pak
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• částečný selektor souboru 〈Ai : i ∈ I〉 je zobrazeńı f : Dom(f) ⊆ I, ∀i ∈ Dom(f) : f(i) ∈ Ai.

• systém částečných selektor̊u S pokrývá konečné podmnožiny I, pokud pro každou konenou podmnožinu
u ⊆ I∃f ∈ S : u ⊆ Dom(f).

• zobrazeńı g ∈×i∈I Ai je filtrované prodloužeńı systému S, pokud pro každou konečnou u ⊆ I plat́ı
∃f ∈ S : f � u = g � u.

Věta 24 (Princip kompaktnosti (AC)). Je-li 〈Ai : i ∈ I〉 soubor konečných množin, potom každý systém
částečných selektor̊u pokrývaj́ıćı konečné podmnožiny I má filtrované prodloužeńı.

D̊ukaz. Pomoćı Zornova lemmatu. Necht’Ai, S je systém částečných selektor̊u pokrývaj́ıćıch konečné podmnožiny
množiny I. Je-li h částečný selektor, řekneme, že je kompatibilńı s S, pokud pro každou konečnou u ⊆ I∃f ∈
S : u ⊆ Dom(f) ∧ f � u ∩Dom(h) = h � u.

Pak jako P oznáıme množinu částečných selektor̊u kompatibilńıch s S, částečně uspořádaných inkluźı.
P 6= ∅, jelikož ∅ ∈ P Každý řetězec {hj : j ∈ J} má horńı mez:

⋃
j∈J hj je zobrazeńı, částečný selektor

a je kompatibilńı s S: pro u ∈ I konečnou, u ∩ (
⋃
j∈J hj) je část́ı definičńıho oboru nějakého hj , a to je

kompatibilńı s S.
Z principu maximality má P maximálńı prvek, označ́ıme jej h. Pak h je částečný selektor kompatibilńı s

S, zbývá jenom ukázat, že h ej totálńı.
Chci: Dom(h) = I. Sporem: at’ ∃x ∈ I \ Dom(h). Tedy h nelze rozš́ı̌rit žádnou dvojićı (x, y), kdy

y ∈ Ax. Definujeme hy := h ∪ {(x, y)}, tedy ∀y ∈ Ax existuje
”
konečný svědek“ uy ⊆ I takový, že

”
hy

neńı kompatibilńı s žádným částečným selektorem z S na uy ∪ {x} definovaném na uy“. Tedy ¬(∃f ∈ S)f �
(uy ∩Dom(hy)) ∪ {x} = hy � (uy ∪ {x}).

Necht’ U =
⋃
y∈Ax uy, U je konečná podmnožina I, U ∪ {x} je stále konečná podmnožina. Pak x je

kompatibilńı s S, tedy existuje f ∈ S definované na U ∪{x} kompatibilńı s h. Můžeme zvolit y = f(x), tedy
f je kompatibilńı s hy, tedy dostáváme spor. Tedy h je totálńı, a jedné se o filtrované prodloužeńı S. �

Důsledek 11 (Kompaktnost barveńı). Je-li H = (V,E) hypergraf, kde V je libovolná množina, E je systém
konečných podmnožin, rinN. Jde-li každý konečný podhypergraf dobře r-obarvit, pak i celý (V,E) jde dobře
r-obarvit.

D̊ukaz. Mějme Ai = {1, . . . , r}, i ∈ V = I. Pak S je systém dobrých r-obarveńı koneččných indukovaných
podhypergraf̊u Z principu kompaktnosti existuje filtrované prodloužeńı S. Hrana e ∈ E je obsažena v indu-
kovaném hypergrafu H[e], a tedy ∃f ∈ S : f � e = g � e, tedy se jedná o dobré r-obarveńı. �

Věta 25 (Nekonečná Hallova věta). Soubor konečných množin 〈Ai : i ∈ I〉 má prostý selektor (SRR jinak),
právě když každý konečný podsoubor má prostý selektor. (což nastává, právě když ∀J ⊆ I(|J | < ω)) →
|
⋃
j∈J Aj | ≥ |J |.

D̊ukaz. TODO �

Cvičeńı 15 (Hall s nekonečnými množinami). Co když mı́sto konečných množin máme nekonečné?

D̊ukaz. TODO - nejde �

Cvičeńı 16 (O izomorfńı kopii Q). Je-li Q = X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪ Xn rozklad Q na koneně mnoho část́ı, tek
aspoň jeden Xi obsahuje izomorfńı kopii Q vzhledem k ≤.

D̊ukaz. TODO �

Definice 33 (Homogenńı množina pro rozklad/funkci). Bud’ Q rozklad [X]n. Pak množina A ⊆ X je
homogenńı pro rozklad Q, pokud ∃q ∈ Q : [A]n ⊆ q.

Bud’ f funkce definovaná na [X]n, A ⊆ X je homogenńı pro f , pokud f je konstantńı na [A]n.

Definice 34 (Rozkladová šipka). Bud’te κ, λ, µ kardinály, r ∈ ω. Pak symbol (zápis) κ → (λ)rµ znamená:

”
pro každou množinu X mohutnosti κ a každé zobrazeńı [X]r → µ existuje A ⊆ X mohutnosti λ homogenńı

pro f“.
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Př́ıklad 3 (Př́ıklady rozkladové šipky). • 6→ (3)22

• R(k, k)→ (k)22

• Dirichlet pro regulárńı kardinál κ: je-li µ < κ, pak κ→ (κ)1µ

• Dirichlet pro singulárńı kardinál κ: je-li µ < cf(κ), pak κ→ (κ)1µ

• Konečná ramseyovka: ∀n, r, c∃N ∈ ω : N → (n)rc

• Nekonečná ramseyovka: ∀r, c : ω → (ω)rc

Věta 26 (Nekonečná Ramseyova věta). ∀r, c : ω → (ω)rc

D̊ukaz. TODO �

Definice 35 (Velká množina). Řekneme, že S ⊆ ω je velká, pokud |S| > minS.

Věta 27 (Paris-Harringtonova). 1. ∀n, r, c∃N ∈ ω : ∀f : [N ]r → c existuje velká A ⊆ N homogenńı pro
f mohunosti aspoň n.

2. Předchoźı bod nelze dokázat v Peanově aritmetice.

D̊ukaz. Jenom 1: sporem, necht’ pro nějaká n, r, c : ∀N ∈ ω∃ obarveńı f : [N ]r → c bez velké homogenńı
množiny velikosti aspoň n. Použijeme princip kompaktnosti na soubor 〈Ai : i ∈ [ω]r〉 : Ai = c = {0, 1, . . . , c−
1}. Źıskáme obarveńı g : [ω]r → x nez velké homogenńı množiny velikost ≥ n. Dle nekonečné Ramseyovy
vět existuje nekonená homogenńı množina A ⊆ ω. Pak stač́ı vźıt max(n, (minA) + 1) nejmenš́ıch prvk̊u A a
máme spor. �

Cvičeńı 17 (Důsledky Parise-Harringtona s AC). 1. Každá nekonečná uspořádaná množina má nekonečný
řetězec nebo nekonečný antǐretězec

2. Každá nekonečná lineárně uspořádańı množina má nekonečnou podmnožinu uspořádanou dle typu ω
nebo ω∗ (zrcadlový typ k typu ω).

Věta 28 (Sierpinski). 2ω 6→ (ω1)22

D̊ukaz. Prvně ukážeme, že žádná podmnožina R neńı uspořádańı podle typu ω1 ani ω∗1 . Sporem at’ taková
existuje: {xα : α ⊆ ω1} ⊆ R je rostoućı posloupnost. Pak pro každé α < ω1 existuje racionálńı čáslo
qα ∈ (xα, xα+1) d́ıky AC + hustotě Q v R. Dostáváme prosté zobrazeńı ω1 → Q, což je spor, jelikož ω1 � Q
a zároveň ω1 � Q.

Definujeme obarveńı [R]2: z AC (WO) zvoĺıme dobré uspořádáńı ≺ na R a definujeme f({x, y}) = 0
pokud x < y ∧ x ≺ y a f({x, y}) = 1 pokud x < y ∧ x � y, (tj. 0 pokud se obě uspořádáńı shoduj́ı a 1 pokud
se lǐśı). Homogenńı množina pro f je dobře uspořádaná podmnožina (R, <) typu α nebo (R, >) typu α∗ a
dle lemmatu |α| ≤ ω. Tedy homogenńı množiny jsou nejvýše spočetné. �

Věta 29 (Zobecněná Sierpinského věta). Pro každá nekonečný kardinál κ plat́ı 2κ 6→ (κ+)22.
Důkaz analogicky, lexikografické uspořádáńı na posloupnostech κ2, nemá podmnožinu typu κ+.

Věta 30 (Erdös, Rado). Pro každý nekonečný kardinál κ plat́ı (2κ)2 → (κ+)2κ. (Bez dk)

Lemma 19 (Nefunkčńı Ramsey (AC)). Pro každý nekonečný kardinál plat́ı: κ 6→ (ω)ω2

D̊ukaz. Na spočetných podmnožiných definujeme ekvivalenci X ∼ Y ↔ X4Y je konečný. Z AC na tř́ıdách
∼ existuje selektor g : g([X]∼) ∈ [X]∼. Definujeme f : X 7→ g([X]∼). Dále definujeme Q0 = {X ∈ [κ]ω :
|X4f(X)| je sudé} a Q1 = {X ∈ [κ]ω : |X4f(X)| je liché}. Pak {Q0, Q1} je rozklad [κ]ω, který nemá
spočetnou homogenńı podmnožinu.

Je-li A ⊆ κ spočetná nekonečná, pak pro X ⊆ A spočetnou vezmu x ∈ X,Y := X \ {x}. Pak X ∼ Y ,
tedy f(X) = f(Y ). Pak X4f(X), Y4f(X) maj́ı odlǐsnou paritu, tedy jsou svědci nehomogenity. �

Věta 31 (Erdös, Dustvnik, Miller). Pro každý nekonečný kardinál κ plat́ı κ → (κ, ω)22 (jedna barva velký
κ, druhá velká ω). (Bez dk)
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Cvičeńı 18. Pro κ nekonečný kardinál plat́ı 2κ 6→ (3)2κ (lze pokrýt pomoćı κ bipartitńıch podgraf̊u).

D̊ukaz. TODO �

Definice 36 (Slabě kompaktńı kardinál). Slabě kompaktńı kardinál je nespočetný kardinál κ, pro který plat́ı
κ→ (κ)22.

Cvičeńı 19. Slabě kompaktńı kardinál je regulárńı a silně limitńı.

D̊ukaz. TODO �

Definice 37 (Ramseẙuv kardinál). Ramseẙuv kardinál je κ ∈ Cn takový, že κ→ (κ)<ω2 . (ω neńı Ramseẙuv,
f(A) = 0 pokud |A| ∈ A a 1 jinak).

Definice 38 (Divně obarvitelný graf). G = (R, {{x, y} ∈ R2 : x− y −
√

2 ∈ Q})-

Tvrzeńı 1 (G je v ZFC bipartitńı). V ZFC: χ(G) = 2.

D̊ukaz. S = {q + n
√

2 : q ∈ Q, n ∈ Z} S je podgrupa (R,+) a nav́ıc komponenta souvislost G – definujeme
ekvivalenci E : xEy ↔ x− y ∈ S. Z AC: Y je výběrová množina tř́ıd E. Pro t ∈ R : f(t) ∈ Y je reprezentant
tř́ıdy [t]E(tEf(t)).

Pak 2-obarveńı je c(t) = 0 pro t− f(t) = q + 2n
√

2 a 1 pro t− f(t) = q + (2n+ 1)
√

2. �

Definice 39 (ACℵ0 , LM). (ACℵ0): Na každé spočetné množině existuje selektor.
(LM): Každá podmnožina R je lebesgueovsky měřitelná.

Věta 32 (Solovay). ZF+ACℵ0+LM je konzistentńı teorie.

Definice 40 (Lebesgueova mı́ra (náznak)). E ⊆ P(R) je systém podmnožin obsahuj́ıćı všechny intervaly,
uzavřený na spočetná sjednoceńı, doplňky – borelovské množiny a množiny mı́ry 0. Pak λ : E → R+

0 je
zobrazeńı splňuj́ıćı λ([a, b]) = b− a, pro A1, . . . disjunktńı: λ(

⋃
An) =

∑
λ(An) (σ-aditivita).

Plat́ı: A měřitelná (A ∈ E), pak λ(A) = inf{
∑∞
i=1 |bi − ai|, A ⊆

⋃∞
i=1(ai, bi)}. Důsledkem je, že λ je

translačně invariantńı (nezáviśı na posunu).

Tvrzeńı 2 (G je v ZF+LM+ACℵ0 nespočetně barevný). V ZF+ACℵ0+LM: χ(G) ≥ ℵ1.

D̊ukaz. Je-li A1 ∪ A2 ∪ . . . rozklad R na spočetně mnoho podmnožin, pak existuje i ∈ ω : λ(Ai) > 0 ze
spočetné aditivity.

Pomocné tvrzeńı: Je-li A ⊆ R : λ(A) > 0, pak neńı nezávislá v G. Z pokryt́ı otevřenými intervaly plyne,
že existuje interval I takový, že λ(A ∩ I)/λ(I) > 9/10. Voĺım q ∈ Q takové, že q −

√
2 ∈ (0, λ(I)/10).

Označ́ıme B = A+ (q−
√

2). Pak λ(B∩ I) ≥ λ(I) ·8/10, a tedy λ(A∩B∩ I) ≥ λ(I) ·7/10. Tedy ∃x ∈ A∩B,
tedy x ∈ A, x ∈ B, tedy x − (q −

√
2) ∈ A. Tedy máme dva prvky A, jejichž vzdálenost je q −

√
2, resp.√

2− q. Tedy {x, y} ∈ E(G) a A neńı nezávislá v G.
Z toho už p̊uvodńı tvrzeńı př́ımo plyne, nebot’ t́ım pádem muśı být rozklad nespočetný, tedy tř́ıd muśı

být alespoň ℵ1. �

Definice 41 (Shodnost, přeskladatelnost). A,B ⊆ R3 jsou shodné (značeno A ∼= B), pokud lze B dostat z
A pomoćı posunut́ı a rotaćı (př́ımá shodnost).

A,B ⊆ R3 jsou přeskladatelné (equidecomposable) pomoćı n část́ı (značeno A
n∼= B), pokud existuj́ı

rozklady A = A1 ∪ . . . ∪An, B = B1 ∪ . . . ∪Bn takové, že ∀i ∈ [n] : Ai ∼= Bi.

Dále ṕı̌seme A
n
� B, pokud existuje B′ ⊆ B takový, že A

n∼= B′ (přeskládatelnost na podmnožinu).

Pozorováńı (O přeskladatelnosti). Pro A,C disjunktńı a B,D disjunktńı: pak A
m
� B,C

n
� D → A∪C

m+n
�

B ∪D, A
m
� B,C

n
� D → A ∪ c

n+m
� B ∪D.

A
n∼= B

m∼= C → A
m·n∼= C

A
n
� B

m
� C → A

m·n
� C

Tvrzeńı 3 (Zobecněná Cantorova-Bernsteinova věta). A
n
� B

m
� A→ A

m+n∼= B
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D̊ukaz. At’ máme ϕ zobrazeńı A do části B, ψ zobrazeńı B do části A. Pro a ∈ A uváž́ıme posloupnost vzor̊u
ψ−1(a), ϕ−1(ψ−1(a)), . . . pokud existuj́ı. Ta může být konečná, nekonečná nebo prázdná, ale každopádně
toto indukuje orientovaný (bipartitńı) graf, pak můžeme délku cesty vźıt jako počet vrchol̊u.

Definujeme si rozklady A = Al ∪A0 ∪A∞, B = Bl ∪B0 ∪B∞ tak, že

• Al = {a, : posloupnost vzor̊u má sudou délku}

• A0 = {a, : posloupnost vzor̊u má lichou délku}

• A∞ = {a, : posloupnost vzor̊u je nekonečná}

• Bl = {b, : posloupnost vzor̊u má sudou délku}

• B0 = {b, : posloupnost vzor̊u má lichou délku}

• B∞ = {b, : posloupnost vzor̊u je nekonečná}

Pak pro A1 = Al ∪ A∞, A2 = A0, B1 = B0 ∪ B∞, B2 = Bl můžeme zobrazit A1 na B1 podle ϕ a B2 na
A2 pomoćı ψ. Nav́ıc už p̊uvodně jsme měli rozseknut́ı na nejvýše n část́ı pro ϕ a m pro ψ, což z̊ustává. �

Cvičeńı 20. Necht’ D ⊂ R2 je kruh. Pak D
n+2∼= D ∪ (n kopíı intervalu (0, 1]).

D̊ukaz. D
1
� D∪ (n kopíı intervalu (0, 1]) triviálně, obráceně za pomoci n+1 část́ı. Uvažme množinu rotaćı o

iracionálńı násobek π, třeba α. Pak vezmeme množinu všech prvk̊u, které se touto rotaćı posunou, do každého
se tref́ıme právě jednou, takže orotujeme n-krát vezmeme zbytek jako naše polouzavřené intervaly. �

Tvrzeńı 4 (O spočetné množině na jednotkové sféře). Necht’ S ⊆ R3 je jednotková sféra S = {x ∈ R3 :

‖x‖ = 1} a D ⊂ S jej́ı spočetná podmnožina. Označme D′ = S \D. Pak S
2∼= D′.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že existuje vhodná osa rotace. Mějme x, y ∈ D a uvažme otočeńı x na y podle nějaké
osy. Všechny osy, které ale tohle splňuj́ı nálež́ı nadrovině, která je osou úsečky x, y, a tato nadrovina je tedy
zakázaná. Dvojic x, y je spoetně mnoho, tedy je i spočetně mnoho zakázaných nadrovin, takže je spočetně
mnoho hlavńıch kružnic na S, což je stále množina mı́ry 0. a mı́ra sféry je > 0, takže existuje osa disjunktńı
s D a rotace α kolem této osy takové, že D,α[D], α2[D], . . . jsou všechny disjunktńı.

Pak označ́ıme A = D ∪ α[D] ∪ α2[D] ∪ . . . , B = S \ A. Potom A ∼= α(A), B ∼= B. Tedy S = A ∪ B
2∼=

α(A) ∪B = S \D = S′. �

Věta 33 (Banach̊uv–Tarského paradox). Mějme S, S1 disjunktńı uzavřené jednotkové koule, Pak plat́ı, že

S
10∼= S ∪ S1.

D̊ukaz. Kĺıčový fakt: existuj́ı dvě rotace α o 180 stupň̊u a β o 120 stupňu takové, že kromě α2 = e, β3 = e
žádná jiná kombinace αβαβ . . . neńı identita.

Mějme tedy pro tyto rotace α, β grupu rotaćıG jimi generovanou. Prvky této grupy jsou e, αβε1α . . . , βε1αβε2 . . .,
kde εi ∈ {1, 2}. Každý prvek G je opět rotace podle nějaké osy. Označme D množinu pr̊useč́ık̊u všech os rotaćı
grupy G se sférou S – tato množina je spočetná. Nav́ıc ∀δ ∈ G : δ[D] = D: máme-li x ∈ D : ∃γ ∈ G : γ(x) = x,
pak:

• δγδ−1δ(x) = δγ(x) = δ(x)→⊆

• δ−1γδδ−1(x) = δ−1γ(x) = δ−1(x)→⊇.

Pak označ́ıme D′ = S \D. Tato množina D′ nemá žádné pevné body prvk̊u G \ {e}. Pro x ∈ D′ vezmeme
orbitu x Sx = {γ(x) : γ ∈ G} - orbity tvoř́ı rozklad D′.

Z axiomu výběru vezmeme T výběrovou množinu pro Sx. Tedy každý prvek D′ lze jednoznačně vyjádřit
jako γ(t), kde t ∈ T, γ ∈ G. Rozlož́ıme D′ na A,B,C následovně:

• A = {γ(t) : t ∈ T, γ = e ∨ γ = αβε1}
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• B = {γ(t) : t ∈ T, γ = βαβε1}

• C = {γ(t) : t ∈ T, γ = β2αβε1}

Pak A∪B ∪C = D′, A ∼= B ∼= C ∼= A : βA = B, βB = C, βC = A. Nav́ıc α(B ∪C) = A \ {e} ⊂ A. Tedy

B ∪ C
1
� A. Poté máme A ∪B ∪ C

2
� B ∪ C

1
� A, a tedy A ∪B ∪ C

2
� A, analogicky pro B.

Takže dle předchoźıho tvrzeńı
”
o spočetné množině sféry“ máme D ∪ D′ = S

2∼= D′
2
� A, tedy S

4
� A.

Nav́ıc S1

4
� B analogicky, a tedy S ∪ S1

8
� A ∪ B. Ted’ můžeme udělat totéž, jenom se se sférami, ale s

úsečkami tvaru (0, a] a podobně. Pak (S \ {0}∪ (S1 \ {0′}))
8
� A∪B. Pak jenom {0} ∼= {0} a {0′} ∼= {y} pro

nějaké y ∈ S \ (A ∪B).

Tedy S ∪ S1

9
� S (0 můžeme přilepit k nějaké rotaci) a S

1
� S ∪ S1, a tedy ze zobecněného Cantora–

Bernsteina máme, že S ∪ S1

10∼= S. �

Cvičeńı 21. Dokažte, že existuje n takové, že malá koule je
n∼= (libovolně) velké kouli.

D̊ukaz.
”
Zvětšeńı“ jednoduché.

”
Zmenšeńı“: prostě použ́ıváme Banacha-Tarského, dokud se nám nepodař́ı

pokrýt celou kouli. �
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6 Věta (AC je ekvivalentńı WO) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
4 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1 Axiom (Princip maximality (Zornovo lemma)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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8 Definice (Ordinálńı součin) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Pozorováńı (O kofinalitě) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
23 Definice (Kofinál) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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5 Důsledek (Kofinály jsou regulárńı) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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