Poznamky - nekoneé¢né mnoziny
Petr Chmel, ZS 2020/21

Definice 1 (Ordindl). Mnozina « je ordindl, je-li tranzitivni (x € a — & C «) a zdroven € je dobré ostré
uspofradani na a.
Ordinél je izolovany, pokud je tvaru S U {S}. Jinak je limitni.

Cvicéeni 1 (Dolnf mnozina tfidy ordindla je ordindl). Libovolnd dolni mnozina (On, €) je ordindl.
Dikaz. Oznaéme o = (+—, ). Evidentné € je dobré usporddani na «, staci jen ovéfit tranzitivitu. H

Véta 1 (O porovnivani dobrych uspofdddni). Bud'te (a,r), (b, s) dobfe uspoiddané mnoziny. Pak existuje
pravé jedno pocatkové vnoreni a do b nebo b do a.

Lemma 1 (Pomocné lemma k vété o typu dobrého uspoiddani). Bud a mnoZina dobfe uspofddan4 relac r,
X dolnf mnozina z (a,r), X # a. Pak existuje pravé jedno x € a takové, ze X = {y € a: y <, 2} = (+, x).

Diikaz. Necht x je nejmensi prvek a — X. Tedy Vy <, x patif do X, tedy (+,x) C X.
Obréacend inkluze sporem: kdyby y € X,y >, z, pak, jelikoz = je dolni mnozina, pak z € X, a tedy
x ¢ a— X, coz je spor. 2]

Véta 2 (O typu dobrého usporddéan{). Je-li @ mnozina dobfe usporddand relaci r, pak existuje pravé jedno
ordinélni ¢fslo a a praveé jeden izomorfismus (a, ) a (o, €). Pak « definujeme jako ordindln{ typ r (usporddané
mnoziny (a,r)).

Diikaz. Médme (a,r) a definujeme X = {& € a : (3a € On)((+,z),r) je izomorfni (o, <)} a takové «
oznaéime a,. Pak X je dolni mnozina, nebot pro x € X,y € a,y <, x - pak (+,y) je dolni v (+—, z), a
tedy (<, z) 25 (a, <) z véty o porovnavani dobrych uspoiadani. Zuzeni i, na (+,y) bude izomorfn{ s dolnf
mnozinou v «, coz je néjaky ordinal S.

Dle predchoziho lemmatu: X = a nebo X = (+—, x) pro né&jaké = € a.

V obou piipadech definujeme f : X — On : f(y) = «,. Toto zobrazeni je prosté a izomorfismus X s
Rng(f). Rng(f) je dolnf v On: kdyz S < o, € Rng(f), pak vzor iy_l [8] je dolni mnozina v a a je rovna néjaké
(«,b) prob e X, = ap.

Daéle Rng(f) je ordindl a: pro « € X : pokud = € X, pak = € (+—,z) je spor s definici. Tedy = = a, a f
je hledany izomorfismus. H

Cviceni 2 (Dobfe usporddand vlastni tiida neizomorfni (On, <)). Existuje dobfe uspofadana vlastni tiida
neizomorfni (On, <)?

Dukaz. TODO i

Véta 3 (Princip transfinitni indukee). Je-li A C On ti{da spliujici (Vo € On)(a € A — «a € A), pak
A = On.

Véta 4 (Princip transfinitn{ indukce, verze 2). Je-li A C On tiida spliujici
1. 0 € A,
2. Va€On)(ae A— aU{a} e A,
3. (Vo € On)(a limitni — (0« € A — a € A4)),

pak A = On.

Véta 5 (O transfinitn{ rekurzi). Je-li G : V. — V tiidové zobrazeni, pak existuje pravé jedno ti{dové
zobrazeni F': On — V spliujici: (Va € On)F(a) = G(F | o).
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Diikaz. Definujeme tiidu ,aproximaci“ F : A = {f : f zobrazeni, 38 € On : Dom(f) = 8 A (Va < 8)(f(a) =
G(F | a))}. Pak F = |J A. Ovéifme pozadavky: F COnxV : f COn xV F je zobrazeni: jsou-li f, f' € A,
a € Dom(f) N Dom(f"), pak f(a) = f'(a), coz dokdzeme v nésledujicim:

Dom(f) N Dom(f’) je ordindl §. Sporem nechf o € § je nejmensi, kde se rovnost porusi, tedy f(«) #
Fl@)AfTa=f Ta Pak f(a) = G(f [ a) = G(f' [ a) = f'(a).

Zbyva jen ukézat, ze Dom(F) = On. Urcité Dom(F') je dolni ¢dsti On - libovolné sjednoceni dolnich ¢&sti
je dolnf{ ¢ast. Tedy bud Dom(F) = Om, nebo Dom(F) = k € On, tedy z axiomu nahrazeni je F mnozina, a
tedy F € A (pro k izolované, pokud je « limitni, pak Voo < k : 3f € A: o € Dom(f).

Zadefinujeme Fy = FU{(k,G(F) = G(F | K))}, pak Dom(Fy) = kU{k}. Jisté F} € A, tedy x € Dom(Fy),
a jelikoz Fy C F (z definice), pak k € Dom(F) = k, coz je spor s axiomem fundovanosti.

Tedy Dom(F) = On.

Vime, Ze je zobrazeni, a tedy jesté dokonéime: F' spliuje (Vo € On)(F(a) = G(F |
A:aeDom(f)A f(a) =G(f | ). Tedy F = A, atedy F D f, nacez F(a) = f(a), F
F(a)=G(F | a).

Jednoznaénost ukaZzeme sporem: necht F, F’ spliiuji podminky véty a F' # F’. Necht « je nejmens{ ordindl,
pro ktery plat{ F(a) # F'(a). Tedy F | a=F' | o, a tedy F(a) = G(F | a) = G(F' | a) = F'(a). B

a)) o € On3df €
I

Cviéeni 3 (Podmnozina roviny, ktery kazdou piimku protind pravé ve dvou bodech). Ukazte, Ze existuje
podmnozina roviny, ktery kazdou ptimku protind pravé ve dvou bodech.

Véta 6 (AC je ekvivalentni WO). Axiom vybéru je ekvivalentni principu dobrého uspofadani.

Diikaz. ,=¢: Transfinitn{ rekurz{: méjme mnozinu = a selektor f : P(z) — =z, sestrojime g : On — x,
které ndm pak bude indukovat dobré uspotrddani skrze izomorfismus, a to nésledovné: g(0) = f(x), g(a) =
7@\ gla))-

»<=“: Mdme-li dobré uspofaddni, pak selektor f : P(z) — = muze byt tieba f(Y) = minY, ktery je
definovany z existence dobrého usporadani. H

Cviceni 4. Dokazte transfinitni rekurzi, ze dobfe usporadand vlastni tiida takova, ze kazda jeji dolni ¢dst
je mnozina, je izomorfni (On, <).

Axiom 1 (Princip maximality (Zornovo lemma)). Je-li (4, <) usporddand mnozina takovd, ze kazdy Fetézec
ma né&jakou horni mez, pak nad kazdym prvkem a existuje maximalni prvek b takovy, ze a < b.

Véta 7 (AC implikuje PM). AC = PM v ZF.

Diikaz. Sporem: necht takovy maximdlni prvek nad a neexistuje, tedy m4d ostrou horni zavoru. Uvazme f
selektor na P(A). Definujeme funkci g z mnoziny vSech fetézcu (dobfe usporddanych podmnozin) pro které
je a dolni mez: g(C) = f({x € A: z je horni mez C Az ¢ C}). Jinak g(X) := a. Definujeme H : On — A
rekurzivné: H(0) = a, H(a U {a}) = g({H(a)}), pro S limitni H(B8) = g(H[F]). Pak H je ostie rostouci
zobrazeni (o > f — H(a) < H(B)) a H|[F] je dobife usporddand mnozina. Jelikoz je rostouci, pak je i prosté
zobrazen{ On do A. Tedy uvazme bijekci H : On — Rng(H), je to bijekce, tak existuje inverze, coz je bijekce
mnoziny do vlastni t¥idy, coz je spor s axiomem nahrazeni. H

Cviceni 5 (PM implikuje WO). PM = WO.

Diikaz. Mé&jme mnozinu X a chceme k ni najit dobré usporddani. Uvazme uspofddéni na dvojicich (Y, <y ),
kde <y je dobré usporddani a Y C X. Pak (Y, <y) = (Y, <), pokud ¥ C Y’ a usporddani spolu na ¥’
souhlasi. Toto ¢dsteéné usporddani je neprazdné (pro jeden prvek trividlng).

Uvazme fetézec C. Pak Y = U(Y,g)ec Y, <= U(Y,g)ec <. To je horni mez, a tedy ze Zornova lemmatu
mame maximaln{ prvek (Y, <y). Pak Y = X, protoze pokud ne, tak muzeme ptidat chybéjici prvek jako
maximum, coz je spor s maximalitou. Takze mdme dobré uspordadani na X. H

Definice 2 (Ordindlni funkce). TFidové zobrazeni F' je ordindlni funkce, pokud (Dom(F) = OnVDom(F') €
On).
Déle F je

e rostouci, pokud a < b — F(a) < F(p)



e neklesajici, pokud a < b — F(a) < F(8)
Véta 8 (O ordindlnich funkcich). 1. Je-li F rostouci ordindlni funkce, pak (Vo € Dom(F)) : F(a) > a.
2. Je-li A dobfe uspordadand mnozina, B C A, « typ usporadani A, 8 typ usporadani B, pak 8 < a.

Diikaz. 1: sporem: af « je nejmensi ordindl, ze F(a) < a. Pak oviem F(F(a)) < F(a), ale zéroveii F'(a) <
F(F(«)), coz je spor.

2: Necht j : A — «a, k : B — [ izomorfismy (specialné rostouci zobrazeni), jejich inverze jsou také rostouci
zobrazeni a slozeni dvou rostoucich zobrazeni je také rostouci. Pak h = k' o j | B je také rostouci z 8 do
a. A pokud a < B, pak h(a) € a, a tedy médme spor s prvni ¢asti véty. B

Definice 3 (Uzaviend podmnozina). Podmnozina/podtiida X C On je uzaviend, pokud pro kazdou podmnozinu
Y C X plati supY € X.

Definice 4 (Spojitd ordinédlni funkce). Rostouci ordindlni funkce F' je spojitd, pokud pro kazdy limitn{
ordindl A € Dom(F') plati F'(\) = sup{F(«) : o € A}

Definice 5 (Normdlni{ ordindlni funkce). Ordinélni funkce je normélni, je-li rostouci a spojitd.

Cviceni 6. Je-li F norméln{, pak vzor uzaviené mnoziny je tvaru X NDom(F'), kde X je uzaviend mnozina.
Diikaz. TODO H
Cviceni 7. Je-li F norméln{ ordindln{ funkce, A limitn{ ordinél, pak F'(\) je limitn{ ordinl.

Diikaz. Sporem necht F'(\) neni limitn{ ordindl. Pak tedy F(\) = B + 1. Potom ze spojitosti F' vime, zZe
F(A\) = sup{F(a) : a < A}. OvSem jelikoz F nenf limitni, tak 3o € A : F(a) = + 1. Tedy a < X a
F(a) < F(X), coz je spor s rostoucnosti. B

Lemma 2 (Normaln{ funkce je rozumné shora omezend). Je-li F' normdln{ funkce, pak pro kazdy ordinél
spliujici F(0) < 8 < sup Rng(F’) existuje nejvétsi ordinél «, pro ktery F(a) < f.

Diikaz. Uvazme [0, 5] = B U {8}, coz je uzaviend mnozina, pak i F'~1[[0, 8]] je uzaviena mnozina, tady mé
nejveétsi prvek a. H

Cviceni 8 (Skldddni normalnich funkci). Slozeni normélnich funkef je normalni funkce.

Diikaz. Rostoucnost je zdarma: f, g rostouci, pak a < 5 — f(a) < f(8) = g(f(a)) < g(f(B)).
Spojitost: méjme A limitni ordindl. Pak g(f(X\)) = sup{g(@) : @ < f(A)} = sup{g(a) : a < sup{f(B) :
B e} i

Definice 6 (Pevny bod). Rekneme, ze ¢ je pevnym bodem ordindln{ funkce F, pokud F(€) = €.
Véta 9 (O pevnych bodech normélni funkce). Je-li F': On — On normélni funkce, pak

1. Vo € On3p € On : B > a, ktery je pevnym bodem F'. Pfesnéji: definujeme-li rekurzivné posloupnost
(n : n < w) jako ap = o, a1 = F(an), pak nejmensi pevny bod £ > « funkce G je rovny
sup{ay, : n < w}.

2. Ttida vsech pevnych bodu je uzaviena.

Diikaz. 1: Pokud je posloupnost pro néjaké i ,konverguje“, takze a; = a;41, mame to automaticky. Pokud
ale je posloupnost ,nekonecné rostouci“, tak méjme 8 = sup{a, : n € w}. Pak F(8) = sup{F(aw,),n € w} =
sup{a,+1:n € w} = sup{an,,n € w} = S, ktde prvnf a tfeti(?) rovnost plynou z normality funkce.
Minimalita 8: Necht o < € < 8 — existuje a,, < & < apy1 = F(a,) < F(£), coZ je spor.
2: Sporem, af neni: pak mé&me F funkci a X (pod)mnozinu jejich pevnych bodi. Pak nechf 8 = sup X.
Pak F(B) = F(supX) =sup X = S. B

Dusledek 1 (Izomorfismus mezi ordindly a pevnymi body). Existuje izomorfismus J : On — K(F) = {{ €
On : F(§) = £}, navic tento izomorfismus je normdlni funkce.
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Definice 7 (Ordindlni soucet). Soucet ordindlu v a 3 je ordindl, ktery je typem mnoziny ({0} x @) U({1} x 8)
prii lexikografickém usporadani.

Definice 8 (Ordindln{ soucin). Souéin ordindli « a 3 je ordindl, ktery je typem mnoziny 8 X « pii lexiko-
grafickém usporadani.

Lemma 3 (Jednoduché vlastnosti souctu a soucinu). Pro «, 8,~ ordindly:
e a+tl=aU{a}
ea+0=a=0+a«

at+(B+7)=(+8)+y

e 0-0=0=0-«

ea-1l=1=1-«
s a-2=a+a
ea-(f-7)=(a-P)-~

Ovsem také:
e lftw=w#w+1
o2 w=wHFw-2

Lemma 4 (Monotonie sou¢tu). Pro «, 3,7 ordinély:
e a<fav+a<y+p
casfratysf+y

Lemma 5 (Monotonie souc¢inu). Pro «, 3, ordindly:
e pokud y >0, pak a<f—~v-a<~vy-8
ea<fB—oa-y<pB-y

Lemma 6 (Distributivita zleva). Pro a, 8,7 ordindly: a(8+~v) =« -8+ a-v. ALE: (1+1) w=w #w+w

Lemma 7 (Existence pravého rozdilu). Je-li o < 3, pak existuje pravé jeden ordindl p takovy, ze 5 = a+ p.

Priklad 1. 2 +0=w-z2=wzx+5=w-nemidfeSeni 5+rz=w-r=wartw=-w- €w

Lemma 8 (Délenf se zbytkem). Je-li 8 > 0, a, 8 ordindly, pak existuji jednizna¢né uréené ordindly § <
a, p < B takové, ze o = -6 + p.

Véta 10 (Spojitost +, ). Ya € On je ordindln{ funkce F(z) = o+ 2 normélni. Pro « > 0 je ordinéln{ funkce
F(z) = - x normdlni.

Definice 9 (Mocnina ordinalil). o definujeme rekurzivné:
e a’=1
e &t =0 a
e pro B limitni: o = sup{a” : v < B}.
Lemma 9 (Vlastnosti mocniny). 0! =0°-0=00°=0pro3>01°=1al =a
Lemma 10 (Monotonie ordindln{ mocniny). e a<fB—>ar<pY

e (a>1AB<y)—af <ar.



Lemma 11 (Spojisto mocniny). Pro o > 1 je F(z) = o normaln{ ordindlni funkce. Navic

e APt =af .o

. (aﬂ)v = aP

Pozn. (w,+, 1,4+, ) je standardn{ model Peanovy aritmetiky.
Lemma 12. Nechf k,mg, m1,...,mr € w a0, V1, ..,V < 0. Pak w® > w™ -mo 4w -mq +...+w’ -my.
Véta 11 (O rozvoji ordindlu v mocnindch w). Vo € On, a > 0 existuji jednoznaéné uréend piirozend ¢isla
k,mo,...,mp € w\ {0} a ordindly v > 71 > ... > 7% takové, ze o = W - mg + W My + ...+ WP My

Tomu rikdme Cantoruv normélni tvar.

Dausledek 2 (Dusledky existence Cantorova normélniho tvaru). 1. Pokud a > 0, pak existuje pravé jedno
l a jednoznacné vy > v1 > ... > v, takové, ze @ = w0 + WM + ... 4 Wk,

2. existujf jednoznacéné urcené ordindly 5,7 € On: a=w?(8+1).

Definice 10 (e-¢islo, €p). Pevny bod funkce F () = w® nazveme e-Cislem.
€0 je nejmensi e-éislo (g9 = sup{w,w®,w”,...}), stéle se jedna o spocetny kardinal

Definice 11 (Herkules a hydra). Hydra je zakofenény strom, hlava hydry je list stromu.

Bitva: po kolech: v n-tém kole Herkules usekne jednu hlavy hydry a z prarodice useknuté hlavy vyroste n
kopif podstromu (bez useknuté hrany). Kdyz usekne hlavu u kofene, nic nevyroste. Herkules vyhraje, pokud
umi hyfru zbavit vsech hlav, hydra vyhraje, pokud pfezije nekonecné dlouho.

Véta 12 (Herkules vzdy vyhraje). Kazdd Herkulova strategie je vyhrévajici.

Diikaz. Méme-li strom, pfifadime mu « nasledovné: listy maji 0. Vnitini vrcholy maji hodnotu w®* 4 ... +
w iy > g > ... > ap, kde «; jsou hodnoty jejich ,synt“. Ordinédl hydry je hodnota kofene.
Staci ovefit, ze V0 < a < g : [a]s(n) < a. B

Véta 13 (PA nemuze dokazat Herkulovu vyhru). V Peanové aritmetice nelze dokdzat, ze kazda Herkulova
strategie je vyhravajici.

Definice 12 (Goodsteinova posloupnost). Necht mg je pfirozené éislo. Pak Goodsteinova posloupnost je
definovéna nésledovné: my je fixované, a my11 z m, vytvorime tak, ze Gplné vyjadiime m,, podle zdkladu
n + 2 (tj. i mocniny rozepiSeme podle zékladu 2), a viechny vyskyty ¢isla n + 2 nahradime ¢islem n + 3.

Véta 14 (Goodsteinova véta). Ymo € win € w: m, = 0.

Diikaz. Myslenka: sestrojime posloupnost ordindla py, . . . takovou, ze p, >0 = ppy1 < pip @ V0 € w : my, <

M-
Definujeme:

e c:wXwxOn— On — zména zdkladu z n na z: e(0,n,z) = 0, m = Zf:()ni “p; s e(myn,xz) =
& .
Zi=0 x&’(l,n,x) - D;-

e G, : w — w — ,jeden krok Goodsteinovy posloupnosti“, chceme my,y1 = Gpi2(m,) @ Go(0) =
0,G(n,m) =e(m,n,n+1) — 1.

e O, :w — On — ,nahrazeni zékladu n zdkladem w*“: 0, (0) = 0,0, (m) = (e, m, n,w), plati O, (M) < &g

o () : g xw — € — ,simulace odecteni 1 od ordindlu®: (0)(n)0, (8 + 1)(n) = B, pro « limitni: o =
W(B+1): {a)(n) =w® - B+ w0 . n 4 (W) (n) - funguje pro a < .
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Zpozorujeme, ze 0 < a < g9 — {a)(n) < a, coz ukdzeme indukef: méjme o = w® - (B 4+ 1),e = (8)(n).

Pak {a)(n) = w? - B4+ w® -n + (w)(n). Nebot § < a, mame z IP, ze ¢ = (§)(n) < 6, tedy w® < w? < a, tedy
1P

(W) (n) < we.

Tedy (a)(n) <w’ - B+w'(n+1)<w’® - B+w w<w fH+w =w?(f+1)=a.

Pomocné lemma: pro o < g9, m,n, € w: myn >0 — Opy1(m — 1) = (Opy1(m))(n), disledkem je, ze pro
n > 1{On(m))(n) = Opsr (Gu(m). |

Dikaz lemmatu: indukei podle m: necht m = Zfzo(n +1)" - p; a mé&jme j nejmensi index ze p; > 0.

Je-li j = 0, pak Op41(m) je izolovany ordindl, méjme o = 5 + 1. Pak (O,41(m))(n) = (... + po — 1),
tedy Opy1(m —1) = Opa (Xt n' - pi+po—1) =8 } ‘

Je-li j >0, pak Oppi(m—1)m—1=5%"_.  (n+1)"pi+(n+1)-pj—1=3%_,  (n+1)" p;+(n+
D (pj—D+m+1) —1=3_ 0+ 1) pi+(n+1)-(pj—1)+(n+1)""n+(n+ 1)/ — 1. Pak
Opyy(m — 1) = S wrmH19) L oGt () 1) 1+ wOnt1 0= e Oy (n+ 191 — 1),

Celkem tedy Opq1((n+1)? -p; —1) =

Potom tedy z lemmatu oznaéime p,, = Opia(my,) = e(my,,n,w) > my,. Pak g1 = Opys(mpsr) =

On43(Gny2(mn)) = (Onya(mn))(n +2) = (n)(n +2) < fin. .

Véta 15 (PA nemuze dokdzat Goodsteinovu vétu). Goodsteinovu vétu nelze dokdzat v Peanové aritmatice.

Definice 13 (Fundamentélni posloupnost limitnfho ordindlu). Fundamentdlni posloupnost limitntho or-
dindlu « < gq je rostouci posloupnost a[0], a[1],... takovd, ze a = sup{«a[n] : n € w}.
Je-li a = o’ + w® - ng, ay je minimalni exponent v Cantorové normdlnim tvaru, pak

e pro ay, limitnf je a[n] = o/ + w - (ng — 1) 4wl
e pro ay izolované je a[n] = o/ +w - (n — 1) + w** 1. (n+1)
Piiklad: win] = n + 1,w*[n] = w1 Wk =Wk . (n 4 1).
Definice 14 (Hardyova hierarchie). Pro o < e, definujeme induktivné H, : w — w.
e Hyo(n)=n
e Hyy1=Hy(n+1)
e pro a limitni Hy(n) = Hypmy(n).
e H. (n)=H,, (n), kde v, je w* ", kde n je vyska vézové funkce.

Priklad: H,(n) = 2n+ 1.

Cviceni: Hy,1,(n), Hy.; (1), Hy.(n), Hyw (1)

Plati: Je-li f: w — w rekurzivni funkce a v PA je dokazatelné, ze f je totalni, pak existuje a < gq takova,
ze f € o(Hy). V PA nelze dokézat, ze H,, je totalni.

Definice 15 (Rychle rostouci hierarchie (Wainerova-Lobova)). Pro a < ¢g : definujeme induktivné f, :
W — w:

e foln)=n+1

e for1(n) = fé") (n), tedy fo aplikovand n-krat

e pro « limitni je fo(n) = fapm)(n)

Plati: f, ~ H,o. Primitivni funkce 1ze od urc¢itého ngy shora omezit néjakou f, pro n € w.

Definice 16 (Goodsteinova funkee). Goodsteinova funkee 4 (n) je délka Goodsteinovy posloupnosti zag¢inajic
mop = n.

Plati: ¥(n) ~ f., ~ He,. PAF (3m)(4(n) = m) pro fixni n, ale PAF (¥n)(Im)(4(n) = m).

Déle plati: je-lim = 2™ 4+ ... 4 2™ : mg > ma > ... > My, pak Y(n) fo, (fas (- - far (3))) — 2, kde
a; = e(m;,2,w) = O2(m;).



Definice 17 (Kardinélni ¢islo a reprezentace mohutnosti). Lze-li « dobfe uspofadat, pak |z| je nejmensi
prvek mnoziny OnN{y : y =~ z}.

k je kardindln{ ¢fslo (kardindl), je-li x ordindl, ktery nelze prosté zobrazit na zidny mensi ordinél.

Tiidu vsech kardinélnich ¢isel znacime Cn = {k € On : (Va < k)(a # k)}.

Kardindly typicky znac¢ime pisemky zprostied alfabety: k, A, u,v. Kardinal je mohutnost mnoziny =z,
znacime |x| = K, pokud = =~ K.

Lemma 13 (Kardindly jsou uzaviené). Cn je uzaviend tiida (tj. je-li X C Cn, pak supX € Cn).

Diikaz. 0 =sup X =|J X € On Necht a < o, tedy a € | X, tedy Ix € X : a« < k C 0. Nebot « je kardinal,
neexistuje prosté zonrazeni z k do «, tedy nemuze ani existovat prosté zobrazeni z ¢ do a. H

Véta 16 (Kardindla je hodné). 1. Ke kazdému kardindlu existuje jesté vétsi kardindl.
2. C, je vlastni t¥ida.

Diikaz. 1: Sporem: nechf s je nejvéts{ kardinal. Pak pro kazdy ordindl o > k existuje prosté zobrazeni o na
k (bijekee). Tedy & lze dobte usporadat oplde typu a, pro a # o’ tato usporddéani jsou neizomorfni. Ovsem
kazdé dobré usporadani na s je podmnoZinou k x k, a tedy nalezi do P(k x ). Nechf R, € P(P(k x k)) je
mnozina vSech dobrych uspordddni podle a: zobrazeni R : o — R, tak, ze R : On — k — P(P(k x K)) je
prosté.

Vezmeme inverzn{ zobrazeni R~! : Rng(R) — On — k - zobrazuje mnoZinu na vlastn{ t¥{du, coz je spor
se schématem axiomu nahrazeni.

2: Pokud by C,, byla mnozina, pak sup Cn je kardinal, ale to je spor s jednickou. H

Definice 18 (Néaslednik kardindlu). Necht x € Cn. Néslednik kardindlu  je xT: nejmensi kardindl A > x.
Pak k je predchudce kardinalu .

Definice 19 (Limitnf kardinél). Nechf A € Cn. Rekneme, Ze A je limitn{ kardindl, pokud nem4 pfedchtidce.

Dusledek 3 (O existenci alefu). Cn — w je dobfe usporddand vlastni t¥ida, existuje jednoznaéné uréend
normélni funkce X : On — C,, — w.

Definice 20 (Alef). X, = R(«).
Pozorovani (O limitnosti R, ). Ng je limitni kardindl, pro @ > 0% je limitni, préavé kdyz « je limitni.
Dausledek 4 (O alefech). Zna¢ime w, = N,.
1. a <N,
2. wq je limitni ordinal V.
3. je-li £ € On limitni, pak Re = sup{R, : a < &}.
Véta 17 (Kartézsky soucin alefu je velky alef). Pro kazdé a € On plati, ze |N, X R,| = N,.

Diikaz. Transfinitni indukef podle a: Pro a = 0: |w X w| = w - maximo-lexikografické uspofaddni.
Pro a > 0: uvazime maximo-lexikografické usporadani na w, X wey, to je dobré, a tedy je izomorfni prave
jednomu ordinalu v. Ukdzeme, Ze v = wa Jisté wy = v & wq X we, nebot w,, je kardinil, mdme w, < v.
Sporem necht w, < v. Pak wa € v, a tedy w, je izomorfn{ dolni mnoziné uréené (7, ) € wy X wq. Beru
¢ = max(7,d) + 1. Pak (+,(v,0)) C & x & Nebot & € w,, mdme & < w,, tedy [£] < wa, tedy [£| = wp pro
B<a. ZIP:|¢xE =|¢ =wp < wa, ale |(+—, (7,0))] = wa, coz je spor, nebot (+, (7,d)) C & x & Tedy
Wo = V. H

Definice 21 (Kardindlni souéet a soucin). Pro kardindly k,A € Cn:k+ X = [({0} x V) U ({1} X A)|, k- A =
[A X K|

Pozorovani (O kardindlnim souctu a soucinu). Kardindlni soucet i souc¢in jsou asociativni, komutativni,
distributivni. Na pfirozenych ¢islech se shoduji se s¢itdnim a ndsobenim ordinalu i ze ZS.
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Véta 18 (O souctu a soudinu kardindli). 1. o, 8 € On: R, + Vg =N, - Rg = max(R,, Ng)
2. Kk, A € Cn, aspon jeden z nich je nekoneény, potom k + A = max(k, A).
3. Jsou-li k i A nenulové, pak k- A = max(k, \).

Diikaz. Prvni ¢ést plyne z nédsledujicich dvou. k + A > max(k, A), k - A > max(k, \) trividlné.
»<*“: = max(k, A). Mdme p < ({0} x k) U({1} x A) 2 2x p~ p. Stejnétak p K kXA S pxp~p B

Definice 22 (Kofindlni mnoZina). Bud X mnoZina ¢dsteéné uspofddans relaci <. MnoZina ¥ C X je
kofindln{ s X (je kofindln{ podmnozinou) vzhledem k <, pokud Vx € X : Jy € YV : z < y.

Pozorovani (O kofinalité). Y obsahuje véechna maxima (X, <), nejvétsi prvek X je sdm o sobé kofindln{
podmnozinou.
,byt kofindlni podmnozinou* je tranitivni relace.

Definice 23 (Kofindl). Je-li @ limitn{ ordindl, pak kofindl o je nejmens{ ordindl 3, kterd je typem néjaké
podmnoziny mnoziny «, kterd je kofindln{ s mnozinou «. Znacime cf(«).

Piiklad 2 (Pifklady kofindlu). o cf(w) =w

o cf(R,)=w:{N,:a €w}

o cf

(R

o cflw+w)=
(w-w)=
(

o cf(w¥) =
Cviceni 9 (Kofindl spoc¢etného ordindlu je w). Pro kazdy spocetny ordinél « je cf(a) = w.
Diikaz. TODO H
Cviceni 10 (Kofindl alefu). Pro kazdy limitn{ ordindl « je cf(X,) = cf(«).
Dikaz. TODO H
Lemma 14 (Kofinély limitnich ordindli). Je-li a limitn{ ordindl, pak:

1. cf(cf(e)) = cf(a)

2. cf(a) je nekoneény kardinél

Diikaz. Prvni ¢ast: 8 = cf(a),y = cf(cf(a)), tedy v < B. Tedy existuje rostouci ordindln{ funkce f : § —
a,Rng(f) je kofindlni podmnozina mnoziny «. Analogicky g : v — 3, Rng(g) je kofindlni podmnozina
mnoziny S. Slozeni g o f : v — « je rostouci ordindln{ funkce (f, g jsou obé rostouci) zobrazujici v na
kofindlni podmnozinu mnoziny a. Tedy cf(a) < 7, a tedy 8 = ~.

Druh4 ¢édst: sporem: necht 3k < cf(a),x € Cn a bijekce f : K — cf(a). Definujeme x — cf(a) jako
9(B8) :=sup(f[B] U f(B)). g je neklesajici a Rng(g) je kofindlni podmnozinou cf(«). Méjme tedy 7 ordindln{
typ Rng(g).

Ukézeme, ze v < k: pomoci g najdeme bijekci mezi Rng(g) a podmnozinou « (oznac¢ime \). Navic dokonce
staéf prostd funkce: mame-li y € Rng(g), pak y — min{z : x € K A g(z) = y} (t6z g~ (y)). Vime, Ze typ X je
v, tedy v < k.

Existuje rostouci zobrazeni h : cf(a)) — « takovy, ze Rng(«) je kofindlni s o. h[Rng(g)] je opét kofindlni
s « a je téz typu v. Pak v < k < cf(«), coz je spor s definici kofindlu. Tedy cf(a) musi byt kardindl. B

Definice 24 (Reguldrni/singuldrn{ kardindl). Je-li ¥ nekoneény kardindl, pak fekneme, ze & je
e reguldrn{ kardindl, pokud cf(k) = &

e singuldrn{ kardindl, pokud cf(x) < k



Disledek 5 (Kofindly jsou reguldrni). cf(a) je reguldrni kardindl.

Pozndmka (Bezespornost jediného reguldrniho kardindlu). V ZF je tvrzeni ,Ng je jediny reguldrn{ kardinal“
bezesporné (Gitik).

Véta 19 (Singularita nekone¢ného kardindlu). Nekonecény kardindl k je singuldrni, prdvé kdyz je sumou
méné nez k mnozin mohutnosti mensi nez .

Diikaz. ,=“: k je singuldrni,, tedy 3X C & kofindlni s k typu cf(x) < k. Pak sup X =k < |J X = k, a tedy
|X| =cf(k) < kK aVr e X :|z| <k, kde prvni ekvivalence plyne ze shodovanisuprema a sumy v ordindlech
a x jsou mnoziny ordindlu, tedy maji mohutnost.

= Jeli k =X, |X| <k, VeeX:|z] <k, mdme dvé moznosti. Prvn{ moznost je, ze 3x € X : z je
kofindlni s k. Z toho rovnou cf(k) < |z| < &, tedy & je singuldrni.

Jinak oznaime Y := {supx : x € X}, coz je kofindln{ podmnozina . Jisté |Y'| < | X|: méme zobrazené X
na Y a diky dobrému uspoirddani X mame dokonce i Y < X. Pak | X| < &, a tedy cf(x) < &. B

Disledek 6 (Zobecnény Dirichlettuv princip). J-li & reguldrni kardindl a k = |J X, |X| < k, pak existuje
xeX:|x| =k

Lemma 15 (Sjednocovéni alef alfa (AC)). Je-li | X| <N, aVx € X : |z| <R, pak | U X| <N,

Diikaz. Prosté zobrazime |JX do ws X we. Z piedpokladu existuje prosté zobrazeni f : X — w, a pro
kazdé x € X je mnozina c, vSech prostych zobrazeni mnoziny x do w, neprazdna. Selektor na mnoziné
C = {c, : ¢ € X} pak ke kazdému = € X vybere ngjaké prosté zobrazeni g, : * — w,. Prosté zobrazeni
h:UX — ws X w, definujeme tak, ze libovolnému y € |JX pfifadime hodnotu h(y) = (6, 9.(y)) pro ¢
nejmensi ordindl takovy, ze y € x a f(x) = 0. H

Véta 20 (O regularnich kardindlech (AC)). Pro kazdé ordinalni ¢islo a je Ro41 reguldrni kardindl.

Diikaz. Sporem: je-li V.41 singuldrni, existuje kofindlni podmnozina X C w441 mohutnosti < X,. Navic
kazdy prvek X m& mohutnost < W, wa+1 = [JX, tedsy dle lemmatu ||JX| < R,, coz je spor: ||JX| =
Nor1 < Ng. H

Definice 25 (Nedosazitelné kardindly). Kardinél x je
e slabé nedosazitelny, je-li nespocetny, limitni a regularni
e nedosazitelny, je-li slabé nedosazitelny a navic VA < k: 2* < K
Axiom 2 (Hypotéza kontinua (CH)). 2% =
Axiom 3 (Zobecnéns hypotéza kontinua (GCH)). Vo € On : 2% = R, ;.
Cviceni 11. Kazdy nekoneény singuldrni kardindl « je supremem cf(x) reguldrnich kardindlu.
Definice 26 (Kardindlni mocnina). Pro s, A\ € Cn : k* = [*|
Cviceni 12. kT = gH - k¥ (KH)Y = kM7,
Dikaz. TODO &
Véta 21 (O kardinalni mocning). Necht r, A jsou kardindln{ ¢isla. Pak
1.0°=1,A>0—=0"=0,x"=1
2. w<kAD<A\<w. Pak k* = k.
3. 2§/{§)\/\w§)\7pak/€)‘:2)‘.
Diikaz. 1. Rozepsat

2. Rozepsat - indukei podle n ().



3. k* > 2% z monotonie. k* < 2*%: Yk C P(\ x k). Tedy 2* < k> < 237 < 22,

Definice 27 (Kontinuum). Kardindl 2 = |R| = |P(w)| nazyvame mohutnost{ kontinua.

Definice 28 ((Nekoneény) soucet a soucin souboru kardindli). Je-li (k; : i € I) je soubor kardindlu indexo-
vany mnozinou I (zkratka pro funkci I — Cn).

Yoier ki = [UW{i} x wi)|, Ties ki = [ Xiep il

Definice 29 (Mnozina podmnozin dané velikosti). Nechf X je mnozina, A je kardindl. Pak [X]* = {x C
Xz =AL[ X ={z C X :|z| < AL

Lemma 16 (O velikosti mnoziny podmnozin). Je-li |X| =k > w, A € Cn, pak
1. pro A < & je [[X]} = &*
2. pro A < kT je [[X]<N =30 o\ W

Diikaz. 7 jednicky plyne dvojka: [X]<* = U, <a[X]7

Jednicka: Bez tjmy na obecnosti necht X = k. Pak >: *k C [\ x ], tedy kappa® < [r]*. Naopak
<: chceme A-prvkové podmnoziné z C [X]* pfifadit f, : A — X, kterd je bijekci. Pomoci AC se ndm to
podaii. H

Definice 30 (Slabd mocnina). Pro x, A € Cn: slabou mocninou k<* = Do B

Lemma 17 (Vypocet nekoneéného souctu). Bud (k; : i € I) soubor kardindlnich ¢isel, k; > 0. Je-li || nebo
néjaké x; nekonecné, pak ), ; x; = max(|/|,sup{x; : i € I})
Diikaz. ,<*: k = sup;er K. Pak Do ki < |1 x k| = max(|1], x)

w2 =20 V< D Ky, navie Vi vy <) kg, tedy £ < )0 k. (®

Disledek 7 (O velikosti sjednoceni). Jsou-li X; mnoziny mohutnosti | X;| = x; a sup{x; : ¢ € I'} je kardinél
> |I,> w. Pak |U;c; Xo| =sup{X; i€ I} =) k.

Dausledek 8 (O singularité kardindlu). & je singuldrni kardinél, prave kdyz existuji kardindly A < k : k; <
Ky < A takové, ze k =Y, _\ Ki.

Lemma 18 (Soucet a soucin). Bud' (k; : i € I) soubor, kde x; > 2. Pak >, ki < [];c; ki

Diikaz. (Naznak):
o [I|=0:3=0]]=1.
o |I|=1:> =kr;=1]].

e |I| = 2 : soulet: prosté pocitdme z definice dvé véci. soudin: vSechno kromé nul ddme na soutradnice,
jednu nulu ddme na (0,0), druhou na (1,1).

e |I| >3:k;\{0}— (0,...,0,K;,0,...,0), i-t4 souradnice je jedind nenulovd - jakoby i-t4 hrana kvadru.
Pak 0 € k; — (1,...,1,0,1,...,1), nula na i-té souradnici.

H
Véta 22 (Konigova nerovnost). Necht I #0:Vie I:rk; < . Pak Y, ki < [[;er M-

Diikaz. Je-li A\; = 1, pak x; = 0, a vSechny tyto indexy muzeme vynechat, takze mame indexy i takové, ze

)\i Z 2. Pak Z/ﬁi S Z/\Z ler%ma H)‘Z

Zbyva ostrost: dokdZeme sporem diagonalni metodou: necht > w, = [T i Tedy X, N = Uier Xi pro
X; disjunktni a |X;| = k;. Necht V; = {f(i) : f € X;}. Pak |V;] < |X;| = ks < A\, tedy \; \ Y, # 0.
Definujeme funkei g € X, Ai jako g(i) = min(A; \ Y;). Pak g nepatif do zddné X;, coz je spor. Tedy mdme
nerovnost. H

10



Dusledek 9 (Konig a kofindly). Bud'te k, A kardindly takové, Ze k > 2, A > w. Pak
1. cf(2}) > A
2. cf(k) > A
3. A >\
Diikaz. 1,2: Necht (k; : i < \) je posloupnost kardindlt, k; < x*. Pouzijeme Konigovu nerovnost pro \; = x*.

K. n.
Pak >, ki < [,y s =r  =£, tedy {x; : i < A} nenf kofinaln{ vzhledem k x*.
3: bud {z; : i < cf(\)} mnozina kofindln{ vzhledem k \. Pak x; = |z;| < A, pouzijeme Kénigovu nerovnost
pro A; = A. Pak A = |Ui<cf(/\) Tl = ki < Acf(N) 0

Disledek 10 (Disledky pro 2%). a < 8 — R, < Rg(1),2% > R, (Cantor)(2), cf(2¥) > R, (3), specidlné
cf(2¥) > w, 2% # N,,.
Easton (1970): Pro reguldrni kardinaly R, je bezesporné 28« = NG (a) Pro G(k) ordinalni funkci spliujict

(1),(2),(3)-

Silver: GCH nemiize byt poprvé porusena na singularnim kardindlu R, jehoz kofindl je nespocetny.

Nekonecéna kombinatorika

Definice 31 (Strom, vétve, vysky). e Strom je usporddand mnozina (T, <), kterd spliuje Vz € T :
dolnd mnozina uréend z, tj, (+,z] je dobfe usporddand dle <.

e Vétev ve stromé je jeho maximélni fetézec
o Vyska x € T Hy(z), piip. H(x) je ordindlni typ (<, z)
o I,={xe€T:Hp(z) = a} je a-td hladina T

Vyska T je nejmensi «, pro které je T,, = 0 (alternativné H(T) = sup{Hr(z) + 1,2 € T'})
e Délka vétve je ordindlni typ jejtho usporadani
e Kofindln{ vétev je vétev, jejiz délka je H(T).

Cviceni 13 (Kazdy fetézec ve stromé je dobfe usporddand mnozina). Kazdy fetézec ve stromé je dobfe
usporddand mnozina.

Diukaz. TODO &)
Véta 23 (Konig, (AC)). Kazdy strom vysky w, jehoz kazd4d hladina je kone¢nd, mé kofindlni vétev.

Diikaz. |T| = w. Prox € T : [x,—) znacime podstrom za¢inajici v  a (z, —) jsou ,ndslednici“ prvku z. Pak
T =U,er, 7, ). Jelikoz kazdd hladina je konecnd, i [Ty| < w. Z Dirichletova principu 3zg € Tp : [z9, =) je
nekoneény podstrom a (zg, —) je nekoneénd podmnozina. Obecné pro z,, € T}, : (xn,, =) = UyeTn+17y>x[y, —
). Je-li (2, —) nekonecnd, pak Iy € T, 41 : ¢ < y takové, Ze (y, —) je nekonecénd. Z axiomu vybéru existuje
f:T — T, kterd ,vybird y“ t.z. * € Tp41 : |(x,—)] = w, pak f(x) € Thy1,z < f(x),|(f(z),—=)] = w.
Tranzitivni reukrzi muzeme sestrojit posloupnost (X,,n € w) : X411 = f(Xn), Xn < Xpny1. =

Cviéeni 14. Odvodfe Kénigovu vétu z principu maximality.

Pozndmka (Konig obecnéji). Aronszajn: existuje strom vysky wy, jehoz kazd4 hladina je spocetnd a nemd
kofinalni vétev.

Zobecnéni: pokud cf(k) = w a kazd4 hladina je konend, pak existuje kofindlni vétev. Navic pokud cf(k) > v
a kazda hladina ma mohutnost < v, pak existuje kofindlni vétev.

Definice 32 (Césteény selektor, pokryti, filtrované prodlouzenf). Necht (A; : i € I) je soubor konecnych
mnozin. Pak
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e Castecny selektor souboru (A; : i € I) je zobrazeni f : Dom(f) C I,Vi € Dom(f) : f(i) € A;.

e systém ¢dsteénych selektoru S pokryva koneéné podmnoziny I, pokud pro kazdou konenou podmnozinu
uCI3f €S :uC Dom(f).

e zobrazeni g € X, I A; je filtrované prodlouzeni systému S, pokud pro kazdou kone¢nou u C I plati

dfeS:flu=g]u

Véta 24 (Princip kompaktnosti (AC)). Je-li (4; : i € I) soubor konetnych mnozin, potom kazdy systém
casteénych selektoru pokryvajici koneéné podmnoziny I m4 filtrované prodlouzeni.

Diikaz. Pomoci Zornova lemmatu. Necht A;, S je systém ¢dsteénych selektort pokryvajicich koneéné podmnoziny
mnoziny I. Je-li h ¢astecény selektor, fekneme, Ze je kompatibilni s S, pokud pro kazdou kone¢nou v C I3f €
S:uCDom(f)A funDom(h)=nh|u.

Pak jako P oznaime mnozinu ¢asteénych selektoru kompatibilnich s S, ¢dsteéné uspotadanych inkluzi.
P # 0, jelikoz O € P Kazdy fetézec {h; : j € J} ma hornf mez: (J,c; h; je zobrazeni, ¢dstecny selektor
a je kompatibilni s St pro u € I konecnou, uN (U;cshy) je asti definiénfho oboru néjakého hj, a to je
kompatibilni s S.

Z principu maximality ma P maximalni prvek, oznac¢ime jej h. Pak h je ¢astecny selektor kompatibilni s
S, zbyva jenom ukézat, ze h ej totdlni.

Chci: Dom(h) = I. Sporem: af dx € I\ Dom(h). Tedy h nelze rozsiiit zddnou dvojici (z,vy), kdy
y € Ay. Definujeme hy = h U {(z,y)}, tedy Vy € A, existuje ,konecny svédek” w, C I takovy, ze ,h,
neni kompatibilni s zddnym c¢éstecnym selektorem z S na u, U {z} definovaném na wu,“. Tedy =(3f € S)f |
(uy N Dom(hy)) U {a} = hy | (uy U {z}).

Necht U = UyeAz Uy, U je konetnd podmnozina I, U U {z} je stdle koneénd podmnozina. Pak z je
kompatibilni s S, tedy existuje f € S definované na U U {x} kompatibilni s h. Muzeme zvolit y = f(z), tedy
f je kompatibilni s h,, tedy dostavame spor. Tedy h je totdlni, a jedné se o filtrované prodlouzeni S. H

Dusledek 11 (Kompaktnost barveni). Je-li H = (V, E) hypergraf, kde V je libovolnd mnozina, F je systém
kone¢nych podmnozin, rinN. Jde-li kazdy koneény podhypergraf dobte r-obarvit, pak i cely (V, E) jde dobfe
r-obarvit.

Dukaz. Méjme A; = {1,...,r},i € V = I. Pak S je systém dobrych r-obarveni kone¢énych indukovanych
podhypergrafi Z principu kompaktnosti existuje filtrované prodlouzeni S. Hrana e € F je obsazena v indu-
kovaném hypergrafu Hle], a tedy 3f € S: f | e =g | e, tedy se jednd o dobré r-obarveni. H

Véta 25 (Nekonecnd Hallova véta). Soubor koneénych mnozin (A; : i € I) m4 prosty selektor (SRR, jinak),
pravé kdyz kazdy kone¢ny podsoubor mé prosty selektor. (coz nastdvd, praveé kdyz VJ C I(|J] < w)) —
|Ujes Ail = 1J1.

Diikaz. TODO H
Cviceni 15 (Hall s nekoneénymi mnozinami). Co kdyz misto koneénych mnozin mdme nekone¢né?
Diikaz. TODO - nejde H

Cviceni 16 (O izomorfni kopii Q). Je-li Q = X; U X5 U ... U X, rozklad Q na konené mnoho ¢dsti, tek
aspon jeden X; obsahuje izomorfni kopii Q vzhledem k <.

Dikaz. TODO i

Definice 33 (Homogenn{ mnoZina pro rozklad/funkci). Bud @ rozklad [X]". Pak mnozina A C X je
homogenni pro rozklad @, pokud 3¢ € @Q : [A]™ C gq.

Bud f funkce definovana na [X]", A C X je homogenni pro f, pokud f je konstantni na [A]".
Definice 34 (Rozkladova Sipka). Bud'te &, A, pu kardindly, € w. Pak symbol (zdpis) x — ()], znamené:
,bro kazdou mnozinu X mohutnosti x a kazdé zobrazeni [X]" — p existuje A C X mohutnosti A homogenn{

pro f*.
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Pi#iklad 3 (Piiklady rozkladové sipky). e 6— (3)3
o R(k, k) — (k)3

1

e Dirichlet pro reguldrni kardindl : je-li u < K, pak & — (k),,

1

e Dirichlet pro singuldrni kardindl «: je-li pu < cf(x), pak k — (k)

e Konetnd ramseyovka: Vn,r,cAN € w: N — (n)",

e Nekonetnd ramseyovka: Vr,c: w — (w)l,

T
c

Dikaz. TODO H

Véta 26 (Nekonecnd Ramseyova véta). Vr,c: w — (w)

Definice 35 (Velkd mnozina). Rekneme, ze S C w je velkd, pokud |S| > min S.

Véta 27 (Paris-Harringtonova). 1. ¥n,r,cAN € w: Vf : [N]" — c existuje velkd A C N homogenn{ pro
f mohunosti aspon n.

2. Pfedchozi bod nelze dokdzat v Peanové aritmetice.

Diikaz. Jenom 1: sporem, necht pro néjakd n,r,c : VN € w3 obarveni f : [N]” — ¢ bez velké homogenn{
mnoziny velikosti aspon n. Pouzijeme princip kompaktnosti na soubor (4; : i € [w]") : A; = ¢ ={0,1,...,¢—
1}. Ziskdme obarveni g : [w]” — = nez velké homogenni{ mnoziny velikost > n. Dle nekone¢né Ramseyovy
vét existuje nekonend homogenni mnozina A C w. Pak staci vzit max(n, (min A) 4+ 1) nejmensich prvku 4 a
mame spor. H

Cviceni 17 (Dusledky Parise-Harringtona s AC). 1. Kazdé nekoneénd usporddand mnozina ma nekoneény
fetézec nebo nekonecny antifetézec

2. Kazd4a nekonectna linedrné usporadani mnozina mé nekone¢nou podmnozinu usporadanou dle typu w
nebo w* (zrcadlovy typ k typu w).

Véta 28 (Sierpinski). 2¥ 4 (w1)3

Diikaz. Prvné ukazeme, Ze Z4dnd podmnozina R neni uspoféadani podle typu w; ani w}. Sporem af takovd
existuje: {zq : @ C w1} C R je rostouci posloupnost. Pak pro kazdé a < w; existuje raciondlni ¢éslo
Go € (Tay Tat1) diky AC + hustoté Q v R. Dostdvame prosté zobrazeni w; — Q, coz je spor, jelikoz wy = Q
a zaroven wy =< Q.

Definujeme obarveni [R]?: z AC (WO) zvolime dobré uspordddni < na R a definujeme f({z,y}) = 0
pokud z < yAzx <y a f({z,y}) =1 pokud z < y Az > y, (tj. 0 pokud se obé usporddani shoduji a 1 pokud
se lisi). Homogenn{ mnozina pro f je dobfe uspofddand podmnozina (R, <) typu a nebo (R,>) typu a* a
dle lemmatu || < w. Tedy homogenni{ mnoziny jsou nejvyse spocetné. H

Véta 29 (Zobecnénd Sierpinského véta). Pro kazd4 nekoneény kardindl s platf 2% /4 (k7)3.
Diikaz analogicky, lexikografické uspofadani na posloupnostech ko, nemé podmnozinu typu 7.

Véta 30 (Erdds, Rado). Pro kazdy nekoneény kardinél x plati (2%)2 — (k+)2. (Bez dk)

Lemma 19 (Nefunkéni Ramsey (AC)). Pro kazdy nekonecény kardindl plati: k 4 (w)§

Diikaz. Na spocetnych podmnozinych definujeme ekvivalenci X ~ Y <> XAY je koneény. Z AC na tiiddch
~ existuje selektor g : g([X]~) € [X]~. Definujeme f : X — g¢([X]~). Déle definujeme Qo = {X € [x]“ :
|IXAf(X)] jesudé} a Q1 = {X € []Y : | XAf(X)] je liché}. Pak {Qo,Q1} je rozklad [x]*, ktery nemd
spotetnou homogenni podmnozinu.

Je-li A C k spocetnd nekoneénd, pak pro X C A spocetnou vezmu z € XY := X \ {z}. Pak X ~ Y,
tedy f(X) = f(Y). Pak XA f(X),YAf(X) maji odlisnou paritu, tedy jsou svédci nehomogenity. H

Véta 31 (Erdés, Dustvnik, Miller). Pro kazdy nekoneény kardindl  plati K — (k,w)3 (jedna barva velky
K, druhd velkd w). (Bez dk)
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Cviéeni 18. Pro k nekone¢ny kardindl platf 2% 4 (3)2 (lze pokryt pomoci k bipartitnich podgrafi).
Diikaz. TODO H

Definice 36 (Slabé kompaktn{ kardindl). Slabé kompaktn{ kardinal je nespocetny kardindl x, pro ktery plati
Kk — (K)3.

Cviceni 19. Slabé kompaktni kardindl je regularni a silné limitni.

Dikaz. TODO H

Definice 37 (Ramseyuv kardindl). Ramseyuv kardindl je k € Cn takovy, ze k — (k)5“. (w neni Ramseyuv,
f(A) =0 pokud |A] € A a1 jinak).

Definice 38 (Divné obarvitelny graf). G = (R, {{z,y} € R? : z —y — /2 € Q})-
Tvrzeni 1 (G je v ZFC bipartitni). V ZFC: x(G) = 2.

Diikaz. S ={q+nv2:qec Q,ncZ} S je podgrupa (R, +) a navic komponenta souvislost G — definujeme
ekvivalenci F : xEy <> x —y € S. Z AC: Y je vybérovd mnozina tiid E. Prot € R: f(t) € Y je reprezentant
trtdy [t]p(tE ().

Pak 2-obarveni je ¢(t) = 0 pro t — f(t) = ¢+ 2nv2 a1l prot — f(t) = ¢+ (2n + 1)V/2. B

Definice 39 (ACy,, LM). (ACy,): Na kazdé spocetné mnoziné existuje selektor.
(LM): Kazdd podmnozina R je lebesgueovsky méfitelnd.

Véta 32 (Solovay). ZF+ACy,+LM je konzistentni teorie.

Definice 40 (Lebesgueova mira (ndznak)). &€ C P(R) je systém podmnozin obsahujici vsechny intervaly,
uzavieny na spocetnd sjednoceni, dopliiky — borelovské mnoziny a mnoziny miry 0. Pak A : & — Rar je
zobrazeni spliujici A([a,b]) = b — a, pro Ay, ... disjunktni: A(|J 4An) = > A(4,) (o-aditivita).

Plati: A meritelnd (A € &), pak A(A) = inf{d> "=, [b; — a;|, A C U;2;(ai,b;)}. Dusledkem je, ze X je
translacné invariantni (nezévisi na posunu).

Tvrzeni 2 (G je v ZF+LM+ACy, nespocetné barevny). V ZF+ACy,+LM: x(G) > N;.

Diikaz. Je-li Ay U As U ... rozklad R na spocetné mnoho podmnozin, pak existuje i € w : A(4;) > 0 ze
spocetné aditivity.

Pomocné tvrzeni: Je-li A C R : A(A) > 0, pak neni nezdvisld v G. Z pokryti otevienymi intervaly plyne,
7e existuje interval I takovy, ze A(A N I)/A(I) > 9/10. Volim ¢ € Q takové, ze ¢ — /2 € (0,\(I)/10).
Oznacéime B = A+ (¢—+/2). Pak A(BNI) > \(I)-8/10, a tedy A(ANBNI) > \(I)-7/10. Tedy 3z € AN B,
tedy = € A,z € B, tedy  — (¢ — v/2) € A. Tedy mame dva prvky A, jejichz vzdélenost je ¢ — v/2, resp.
V2 —q. Tedy {z,y} € E(G) a A nenf nezivisla v G.

Z toho uz ptvodni tvrzeni piimo plyne, nebot tim paddem musi byt rozklad nespocetny, tedy tiid musi
byt alespon N;. H

Definice 41 (Shodnost, pteskladatelnost). A, B C R? jsou shodné (znaceno A = B), pokud lze B dostat z
A pomoc{ posunuti a rotaci (primd shodnost).

n
o~

A, B C R3 jsou preskladatelné (equidecomposable) pomoci n ¢asti (znaceno A = B), pokud existujf

rozklady A=A, U...UA,,B=DBU...UB, takové, ze Vi € [n] : A; = B;.
Déle piseme A % B, pokud existuje B’ C B takovy, Ze A = B’ (presklddatelnost na podmnozinu).

+
Pozorovani (O pieskladatelnosti). Pro A, C disjunktn{ a B, D disjunktni: pak A g B,C % D — AUC mjn
m n n+m
BUD,A<B,C<D— AUc < BUD.

m-n

A&BgC’%A ~ O
A<B=XC—-A=<XC

n m
Tvrzeni 3 (Zobecnéna Cantorova-Bernsteinova véta). A < B <A — A
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Diikaz. Af mame ¢ zobrazeni A do &4sti B, v zobrazeni B do ¢asti A. Pro a € A uvézime posloupnost vzort
Y Ya), o (¢~ 1(a)),... pokud existuji. Ta miZze byt konecna, nekonetnd nebo prazdnd, ale kazdopadné
toto indukuje orientovany (bipartitn{) graf, pak muzeme délku cesty vzit jako pocet vrcholu.

Definujeme si rozklady A = A; U Ag U A, B = B; U By U By, tak, ze

e A; = {a,: posloupnost vzoru m4 sudou délku}
e Ay = {a,: posloupnost vzori m4 lichou délku}

As = {a,: posloupnost vzoru je nekoneénd}

B; = {b,: posloupnost vzoru m4 sudou délku}

e By = {b,: posloupnost vzoru mé lichou délku}
e B, = {b,: posloupnost vzoru je nekonecnd}

Pak pro A; = AjU Ay, Ay = Ag, By = By U By, B = B; muzeme zobrazit A; na By podle ¢ a Bs na
Ay pomoci 9. Navic uz puvodné jsme méli rozseknuti na nejvyse n ¢asti pro ¢ a m pro v, coz zustava. H

n+2
Cviéeni 20. Necht D C R? je kruh. Pak D =

D U (n kopif intervalu (0, 1]).

1
Diikaz. D = DU (n kopii intervalu (0, 1]) trividlné, obrécené za pomoci n+ 1 éasti. Uvazme mnozinu rotaci o
iracionélni ndsobek 7, tfeba a. Pak vezmeme mnozinu vSech prvku, které se touto rotaci posunou, do kazdého
se trefime pravé jednou, takze orotujeme n-krat vezmeme zbytek jako naSe polouzaviené intervaly. H

Tvrzeni 4 (O spocetné mnoziné na jednotkové sféie). Necht S C R? je jednotkova sféra S = {x € R3 :
2
lz|| =1} a D C S jeji spocetnd podmnozina. Oznaéme D’ = S\ D. Pak S = D’.

Dikaz. Stagi ukazat, ze existuje vhodnd osa rotace. Méjme x,y € D a uvazme otoceni x na y podle néjaké
osy. Vsechny osy, které ale tohle spliuji nélezi nadroviné, kterd je osou usecky x,y, a tato nadrovina je tedy
zakazana. Dvojic x,y je spoetné mnoho, tedy je i spocetné mnoho zakdazanych nadrovin, takze je spocetné
mnoho hlavnich kruznic na S, coz je stdle mnozina miry 0. a mira sféry je > 0, takze existuje osa disjunktni
s D a rotace a kolem této osy takové, ze D, a[D],a?[D], ... jsou viechny disjunktni.

Pak oznaé¢fime A = DUa[D]Ua?[D]U...,B = S\ A. Potom A = a(A),B = B. Tedy S = AUB
a(A)UB=S\D=29"

B R

Véta 33 (Banachiiv-Tarského paradox). Méjme S, S; disjunktni uzaviené jednotkové koule, Pak plati, ze

Diikaz. Klicovy fakt: existuji dvé rotace o o 180 stupiiii a 3 o 120 stupiiu takové, ze kromé a? = e, 3% = e
zadnd jina kombinace afSaf ... neni identita.

Meéjme tedy pro tyto rotace «;, 8 grupu rotaci G jimi generovanou. Prvky této grupy jsoue,af ..., 55 afB%2 .. .,
kde g; € {1,2}. Kazdy prvek G je opét rotace podle néjaké osy. Ozna¢me D mnozinu pruseéika vsech os rotaci
grupy G se sférou S — tato mnozina je spocetné. Navic Vd € G : 6[D] = D:méme-liz € D: 3y € G : v(z) = =z,
pak:

o 076 10(x) = 6y(x) = 6(x) =C
o i 1y36 7 (w) = 6 ty(x) = 6 L(x) =D.

Pak oznac¢ime D’ = S\ D. Tato mnozina D’ nemd ziddné pevné body prvku G \ {e}. Pro x € D’ vezmeme
orbitu x S, = {y(x) : v € G} - orbity tvoii rozklad D’.

7 axiomu vybéru vezmeme T vybérovou mnozinu pro S;. Tedy kazdy prvek D’ lze jednoznacné vyjadrit
jako y(t), kde t € T, v € G. Rozlozime D’ na A, B, C nésledovné:

e A={y(t):teT,y=eVry=af"}
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e B={y(t):teT,y=pap}

o C={y(t): teTy=p%p"}

Pak AUBUC =D' A2 B>2C>A:8A=B,B=C,C = A. Navic o(BUC) = A\ {e} C A. Tedy
BUC%A. Poté mémeAUBUC%BUC%A a tedy AUBUC%A, analogicky pro B.

Takze dle predchoziho tvrzeni ,,0 spocetné mnoziné sféry“ mdme DU D’ = S é D’ % A, tedy S % A.
Navic Sy % B analogicky, a tedy S U Sy % AU B. Ted muzeme udélat totéz, jenom se se sférami, ale s

_ _ 8
tiseckami tvaru (0,a] a podobné. Pak (S\ {0} U (S1\{0'})) = AU B. Pak jenom {0} = {0} a {0} = {y} pro
néjaké y € S\ (AU B).
9 _ S
Tedy SUS; < S (0 muzeme prilepit k néjaké rotaci) a S < S U S1, a tedy ze zobecnéného Cantora—

. __10_
Bernsteina mame, ze SU S = S. H

n
Cviceni 21. Dokazte, Ze existuje n takové, ze mald koule je 2 (libovolné) velké kouli.

Diuikaz. ,ZvétSseni“ jednoduché. ,ZmensSeni“: prosté pouzivame Banacha-Tarského, dokud se ndm nepodaii
pokryt celou kouli. B
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