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Definice 1 (o-algebra). Necht Q je neprazdné mnozina. Pak A C 2% nazveme o-algebrou, pokud spliiuje
e QcA
e Ac A= A® ¢ A (uzavienost na dopliky)
o Ay,...e A= U2, Ar € A (c-aditivita)

Definice 2 (Pravdépodobnost). Necht A je o-algebra na Q. Pak P : A — [0, 1] nazveme pravdépodobnosti
(pravdépodobnostni mirou), pokud spliiuje

e P(N)=1
e Jsouli Aj,... € A po dvou disjunktni, pak P(Us=; 4;) = > ie; P(A;) (o-aditivita)

Definice 3 (Pravdépodobnostni prostor). Nechf A je o-algebra na 2, P je pravdépodobnost na A. Pak
trojici (€2, .4, P) nazveme pravdépodobnostnim prostorem.

Definice 4 (Klasicky pravdépodobnostni prostor). Klasicky pravdépodobnostni prostor je trojice (2,4, P)
A

takova, ze Q je kone¢na, A =29, P(A) = :m

Definice 5 (Diskrétni pravdépodobnostni prostor). Diskrétni pravdépodobnostni prostor je trojice (2, A, P)

takovd, ze () je koneéna nebo spocetnd, A = 2%, P definujeme pomoci zobrazeni p : Q — [0, 1] takového, ze

YweaP(w) =1: P(A) =3 c 4 p(w).

Definice 6 (Spojity redlny pravdépodobnostni prostor). Spojity redlny pravdépodobnostni prostor je trojice
(92, A, P) takova, ze 2 = RE k > 1, A je o-algebra a obsahuje viechny oteviené intervaly, P({w}) = OVw €
Q,P(A) = [, f(w)dw pro néjakou f spliwjici f >0, [, f(w)dw = 1.

Véta 1 (Vlastnosti P). Necht (Q,.4, P) je pravdépodobnostni prostor. Pak
1. P(0)=0
2. Ac A= P(A%) =1- P(4)
3. ACBe A= P(A) < P(B)
4. ACBe A= P(B\A)=P(B)—-P(A)
5. PLAUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)

Diikaz. 1. suma/integrél pies prazdnou mnozinu je nulovd

2.1=P(Q) = P(A) + P(A%)

3. ocividné

4. P(B)=P(A)+ P(B\ A) > P(A4)

5. A=(A\B)U(ANB),B=(B\A)U(ANB) B

Véta 2 (Princip inkluze a exkluze). Necht (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, Ay, ..., A, € A. Pak

n

P(JA) = > (") 4

i=1 I€[n)] iel
Dikaz. Indukel H
Definice 7 (Podminénd pravdépodobnost). Nechf (2,4, P) je pravdépodobnostni prostor, A, B € A,
P(B) > 0. Pak pravdépodobnosti jevu A za podminky jevu B definujeme P(A|B) = P(;l(;)B)



Pozorovani. P(-|B) je pravdépodobnost.
Drikaz. Soucet. B

Véta 3 (O nasobeni pravdépodobnosti). Necht (€2, A, P) je pravdépodobnostni prostor, Aj,...,A, €
A P(AiN...NA,—1)>0.

Drikaz. Indukci, bdze z definice. 2]

Véta 4 (O tplné pravdépodobnosti). Necht (£2, 4, P) je pravdépodobnostni prostor, A € A, {B;} je dis-
junktni rozklad Q. Pak P(A) =), P(A|B;)P(B;).

Dikaz. Vime, ze AN B; jsou po dvou disjunktni mnoziny, tedy |J, ANB; = AN|J,Bi=ANQ = A.
Tedy P(A) = P(J,ANB;) = ,P(ANB;) =), P(A|B;) - P(B;) H
Véta 5 (Bayesova). Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostn{ prostor, {B;} je disjunktni rozklad 2, A € A :

P(A) > 0. Pak P(B;|A) = ;ﬁfﬁiﬁ%ﬂ

. _P(B;nA)  P(ABy)- P(By)
Dikaz. PBiA) = =507~ = = P(A|B,)P(B,) i

Véta 6 (Bonferroniho nerovnost). Necht Aj, ..., A, jsou ndhodné jevy. Pak P(N_, 4;) > 1—->" (1 —
P(A).

3

Diikaz. P(N[y A;) = 1 PNy A)C) =1 — P(UL, A9) > 1= 3T P(AS) = 1— (1 - P(4)). B

i=1 i=1

Definice 8 (Stochasticky nezdvislé jevy). Necht A, B jsou ndhodné jevy. Nazveme je (stochasticky) nezdvislymi,
pokud P(AN B) = P(A) - P(B).

Definice 9 (Vzajemnd nezévislost). Necht A; ..., A, jsou ndhodné jevy. Tyto jsou vzajemné nezdvislé,
pokud VI C [n]: P(N;c; Ai) = [1;c; P(As).

Definice 10 (N4hodn4 veli¢ina). Zobrazeni X : Q — R takové, ze Va € RX!((—00,a]) € A nazveme
nahodnou veli¢inou.

Definice 11 (Rozdéleni ndhodné veli¢iny). Nechf X je redlnd ndhodnd veli¢ina na (9, A, P). Pak existuje
jednozna¢né dand pravdépodobnost Px na (R, B) takovd, ze Px(B) = Pz € BJ, pokud B € B. Pak Px
nazveme rozdélenim nahodné velic¢iny X.

Definice 12 (Distribuén{ funkce ndhodné veli¢iny). Necht X je ndhodn4 velicina a Px jeji rozdéleni. Pak
funkce Fx : R — [0, 1] takovd, ze Fx(a) = Px(—00, a] se nazyva distribuéni funkei X.

Véta 7 (Vlastnosti distribuéni funkce). Nechf X je ndhodn4 veli¢ina, Fx jeji distribuéni funkce. Pak
1. Fx je neklesajici
2. limy 00 Fix(a) = Llim, o Fix(a) =0
3. Fx je zprava spojita

Dikaz. 1. Fx(b) = P[X <b] = P[X <a]+ P[X € (a,b)] > P[X <a] = Fx(a)

2. Fx(n)=P[X <n]=Plsupl.__ X e(i—1,k]= > P[Xe(i-1,i] =3 PlzeR]

3. Fx(an) = PIX < an] — P[X < . -

P[X <a,]—P[X <a] =Plz € (a,a,]]. Plat{ A,, > A1 AN, =0 = limy, 00 P(4,) = 0= N2 (a,an] =
0. |



Véta 8 (Kanonickd konstrukce). Necht F : R — [0, 1] spliiuje podminky 1,2,3 z pfedchozi véty. Pak existuje
pravdépodobnostni prostor a ndhodna veli¢ina X tak, ze F je distribu¢ni funkei X.

Dikaz. Zvolime Q = R, A = B (Borelova o-algebra).

P(—00,a] = P(a), P lze jednozna¢né dodefinovat na B tak, aby rovnost platila - z teorie miry.

Zbyva X :R—>R: X(u) =u= X =Id.

X m4 za distribuce funkci F': P[X <a] = P{u: X(u) <a} = P{u:u <a} = P(—0,a] = F(a). B

Definice 13 (Néhodny vektor). Zobrazeni X : Q — R% d > 2 takové, ze {w : X;(w) < a1,..., Xq(w) <
ag} € A, X = (Xq,...,X4) nazveme ndhodnym vektorem.

Definice 14 (Rozdéleni a distribuéni funkce ndhodného vektoru). Necht X je d-rozmérny ndhodny vektor.
Pravdépodobnost Py definovand jednoznacné na vsech otevienych i uzavienjych mnozindch v R? (a jejich
spocetnych N, U) takovd, ze Py (1l ;(—00,a;]) = P[X < a]Va = (ay,...,aq) se nazyva rozdéleni ndhodného
vektoru X.

Distribuéni funkce nghodné vektoru X je funkce Fy : RY — [0,1] : Fy(a) = P[X < q]

Véta 9 (Vlastnosti distribu¢ni funkce). Necht X je ndhodny vektor a Fy jeho distribuéni funkce.
Pak

1. Fx je zprava spojitd a neklesajici v kazdé své slozce.
2. Vi€ [d:limg,=—o Fx(a) =0
3. limg, 4 o0 viepq Fr(a) =1
4. Ya > bplati Y4_, f(~1)F 3, dk(a,b)Fx(z) >0
Definice 15 (Marginélni rozdélen{ a distribu¢ni funkce). Bud X ndhodny vektor, Fx sdruzend distribuéni

funkce X = (Y1,...,Y,), kde Y; je ndhodnad veli¢ina a plati Fy, (a) = lim Fx(at, .. ,a;—1,0,Qi11,-..,0q4).
a;j—>+ooVj#i

Fy, nazyvame marginalni distribu¢ni funkei.
Podobné Px je sdruzené rozdéleni a Py, je margindlni rozdéleni.

Véta 10 (O marginalnim rozdélen{). Necht X je ndhodny vektor a Py jeho rozdéleni. Pak véechna marginaln{
rozdéleni jsou jednoznac¢né urcena.

Diikaz. Plyne piimo z definice sdruzeného a marginalniho rozdéleni. H

Definice 16 (Nezdvislost ndhodnych veli¢in ¢i vektortl). Bud'te Xi, ..., X,, ndhodné veli¢iny a Fx,, ..., Fx,
jejich distribuéni funkce. Pokus pro ndhodny vektor Y = (Xi,...,X,,) a jeho distribuéni funkci Fy plati

n
Fy(y) = ] Fx, (yi)Vy € R", fekneme, ze X, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny.

=1
Véta 11 (Nezdvislé ndhodné velic¢iny a jejich slozené rozdéleni). Necht X7,..., Xy jsou nezavislé ndhodné
veli¢iny. Pak po rozdélen{ ndhodného vektoru « = (21, ...,z,) plati Pp(Ay x Ay x ... x Ap) = [1i-, Pu, (4;)
VA;..., A, C R oteviené, uzaviené intervaly a jejich spocetnd sjednoceni a pruniky.
Diikaz. Plyne z charakterizace rozdéleni. H

Véta 12 (Ekvivalentni podminky nezavislosti). Bud'te X1, ..., X,, diskrétni ndhodné veli¢iny. Pak X1, ..., X,,
n

jsou nezavislé, prave kdyz P[X1 = s1,...,Xn = $p] = [[ P[X: = s1]V(s1,- .-, 8n)
i=1

Bud'te X1,..., X, spojité ndhodné veliciny. Pak Xi,..., X, jsou nezavislé, pravé kdyz fx(z1,...,2n) =

f{l @)@, )

Definice 17 (Ndhodny vybér). Nechf ndhodné veli¢iny X1, Xs, ..., X, jsou nezavislé a majf stejné rozdélent
(déle znacime iid). Ty pak nazveme ndhodnym vybérem o rozsahu n.

3



Definice 18 (Empirické distribuéni funkce). Necht X ..., X, je ndhodny vybér. Pak ndhodné veli¢iny

E,(z) = L(>", I[X; < x]) nazveme empirickou distribuén{ funkei.

Véta 13 (O rozdéleni empirické distribuéni funkce). Bud X7, ... X,, ndhodny vybér z rozdéleni s distribu¢ni
A k
funkef Fx. Pak P[F,(z = =] = (})(Fx(2))*(1 — Fx(z))" "
n

Definice 19 (Stfedni hodnota). Bud X : Q — R ndhodna veli¢ina na (€2, A, P). Pak definujeme stiedni
hodnotu jako EX = [, X (w) dP(w), pokud integral existuje.

Véta 14 (Stiedn{ hodnota pro diskrétni ndhodnou veli¢cinu). Bud X diskrétni ndhodna veli¢ina s hustotou
p(s) = P[X = s],s € 5,5 nejvyse spocetnd, P[X € S] = 1.
Pak EX =3 _o5-p(s), ma-li prava strana smysl.

Dikaz. | [X =s]=Q.
sES
Pros#t:[X =s|N[X =t =0.
Mam disjunktni rozklad Q. Z teorie integralu: [, X (w) dP(w) = [ sx=g X(W) dP(w) = X2 f[st] X(w) dP(w) =
sesla= ses T

> f[X:S] sdP(w) =Y sf[X:S] dP(w) = Y sP[X = s|, maji-li vyrazy smysl. &3]
seS sesS s€ES

Véta 15 (Stiedni hodnota spojité ndhodné veliciny). Bud X spojitd ndhodn4 veli¢ina s hustotou f,. Pak
EX = [ z- fx(z) dz, pokud integral existuje.

Definice 20 (Obecné momenty ndhodné veli¢iny). Bud X ndhodn4 veli¢ina, X : @ — R, g : R — R ndhodn4
funkce. Pak Eg(X) = [, 9(X(w)) dP(w) ma-li pravé strana smysl.

Véta 16 (Vypocetni véta E(g(X))). Bud X ndhodn4 veli¢ina a g : R — R. Pak

1. X diskrétni: Eg(X) =), .q9(s)P[X = s], mé-li prava strana smysl
[ee]
2. X spojitd: Eg(X) = [ g(z)fx(z) dz, mé-li pravd strana smysl

Véta 17 (Linearita stfedni hodnoty). Bud X ndhodnd veli¢ina s existujici stfedn{ hodnotou. Pak Va,b €
R:E(a+bX)=a+bEX.

Diikaz pro diskrétni ndhodné veliciny. E(a+bX) = Y (a+bs)P[X =s] = > aP[X = s]+ > bsP[X =
seS seS ses
s]=a+bEX

Véta 18 (Jensenova nerovnost). Bud X nahodn4 veli¢ina s koneénou stiedni hodnotou, ¢ : R — R konvexn{
takovd, ze Ep(X) je konetnd. Pak Fo(X) > o(EX).

Diikaz. Pro konvexni funkei plati Va € R3A konstanta takova, ze p(x) > p(a) + Az — a).
a=FEX :Vr: o) > pEX)+ Mz — EX), také tedy ¢(X) > @(EX) + MX — EX), tedy Ep(X) >
Bg(EX) + ME(X — EX) = p(EX) i

Definice 21 (Nékteré vyznamné momenty ndhodnych veli¢in). Stfedn{ hodnota X je EX
Prvnf absolutni moment X je E|X]|

Druhy moment X je FX?

Variance, rozptyl nebo stiedn{ ¢tvercova odchylka je var X = E(X — EX)?

E(X - EX)?

Sikmost rozdéleni X je <
(var X)?

Véta 19 (Efektivni vypocet rozptylu). Bud X nahodn4 veli¢ina a EX? < oo. Pak var X = EX?— (EX)? =
EX(X —1)+ EX — (EX)? aplati Va,b € R : var(a + bX) = b?var X
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Dikaz. E(X — EX)? = E(X? — 2XEX + (EX)?) = EX? — EQXEX) + E(EX)?) = EX? — 2EXEX +
(EX)? = EX? — (EX)?
var(a +bX) = E(a+bX — E(a +bX))? = (a +bX —a — bEX)? = Eb*(X — EX)? B

Definice 22 (Momenty ndhodného vektoru). Bud X = (Xi,..., X4) ndhodny vektor.
1. EX = (EXy,...,EXy), pokud vechny EX; existujf
2. Necht gR? — R. Definujeme Eg(x = [q9(X(w)) dP(w), ma-li pravé strana smysl.
Véta 20 (Vypocet E(g(X))). Bud X ndhodny vektor a g : RY — R méfitelna.
Je-li X spojity nahodny vektor (se sdruzenou hustotou fx), pak Eg(X) = [~ [T ... [7 g(21,...,24) -
folz1,...,xp) dag dzg—q ... dxi, mé-li pravd strana smysl.

Je-li X diskrétni ndhodny vektor s hodnotami v N&, pak Eg(X) = D=0 2mam0 - om0 9(T15 -, Ta) -
P[X; =ny,..., X4 =ng], mé-li pravd strana smysl.

Véta 21 (Stfedni hodnota sou¢tu ndhodnych veli¢in). Bud X = (Xi,...,X,) ndhodny vektor a budte

d d
a €R,b; € Ri€[d. Pak E(a+ Y b;X;) =a+ > b EX; mé-li pravd strana smysl.
i=1 i=1

Dukaz pro dzskretm nahodne veliciny. Indukef: g(X7, X2) = a + b1X1 + by X9
( (Xl,XQ) Z Z (a+b1n+b2m)P[X1 =n, X2 = Tl] Z Z aP[X1 =n, XQ = m]+ Z Z blnP[Xl =

n_ m 0 n=0m=0 n=0m=0
n, Xo Zm]+ Z Z meP[Xl =n, Xo :m}a—&—blEXl + bo EXs. H
n=0m=0

Definice 23 (Kovariance). Bud X = (X7, X3) ndhodny vektor s koneénymi rozptyly slozek. Pak kovariance
dvou slozek ndhodného vektoru je cov(Xy, Xs) = E(X; — EX1)(X2 — EXy) = EX 1 Xe — EX; - EX,

Definice 24 (Korelace). Bud X = (Xj, X») ndhodny vektor s koneénymi rozptyly slozek. Pak korelace
COI‘(Xl, XQ)
vvar X; - var Xo

Véta 22 (O nezdvislosti a korelaci). Bud X = (X7, X3) ndhodny vektor s koneénymi rozptyly slozek. Pak
cov(X1, X2) = corr(X1, X3) = 0, pokud jsou X; a X5 nezdvislé ndhodné veliciny.
Pozor: obracena implikace obecné neplati.

dvou slozek ndhodného vektoru je corr(Xy, X2) =

Pro spojity ndhodny vektor. EX1Xo = [ [ xizofx (21, 22)drods nezdv. | [ iz fx, (x1) fx, (22)drodry =
o0 (o) (o) o0

f xlfxl (.731) f l‘gfxz(xz)dxzdail = f Jflel (xl)EXdel = EX2 f 1‘1fX1 (xl)dxl = EXQEXl = COU(X17X2) =

— 00 — 00

EXng — FEX1EX5 =0 pro X1, Xo nezav1sle H
Véta 23 (Rozptyl sou¢tu ndhodnych veli¢in). Bud'te X7, ..., Xy ndhodné veli¢iny s koneénymi rozptyly,
d d
a € R,b; € Ri € [d]. Pak var(a + Y b;X;) = > b?var X; + 222 iz bibj - cor(X;, Xj).
i=1 i=1

Dﬁkaz Zmizeni a je jasné.

var(z b X;) & (i b X; _E(gd; b X;))? = E(Xd: bi(X; — EX;))? = E(Zd: V(X —EX:)2 43 3 bibj (X, —

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i#j
d
EX;)(X; - EX;)) = Y BE(X; — EX;)* + 30 3 bib; E(X; — EX;)E(X; — EX;). H
i=1 i#j
Definice 25 (Varianéni a korela¢n{ matice). Bud X (X1,...,Xg4) ndhodny vektor se slozkami s kladnymi

koneénymi rozptyly. Pak Var(X) = (cov(X;, X; ))
korela¢ni matice X.

L a Corr(X) = (corr(X;, X))

1 jsou varianéni a

1=1,j= 1=1,5=

Véta 24 (Vlastnosti korelace a kovariance). Bud X = (X7,..., X,;) ndhodny vektor se slozkami s kladnymi
kone¢nymi rozptyly. Pak



—_

. eorr(X;, X;)| <1

2. |corr(X;, Xj)| =1 3a#0,beR: P[X; =aX; +0] =1
3. cov(a+bX,c+dY) = bdcov(X,Y)

4. corr(a+bX,c+ dY) = sgn(bd)corr(X,Y)

5. Var(X), Corr(X) jsou symetrické a pozitivné semidefinitni

Diikaz. 1 - Cauchy-Schwarz

2 - zjevné
3, 4 - z definice
d d
5-ulVarXu = > ulvarX; + . 3 wiujcov(X;, X;) = var( > u; X;) > 0. 2
i=1 i#j i=1

Definice 26 (Konvergence v pravdépodobnosti). Bud (€2, .4, P) pravdépodobnostni prostor, X,, posloupnost
néhodnych vektor nebo veli¢in stejné dimenze na 2. O X, fekneme, ze konverguje k X v pravdépodobnosti,
pokud Ve > 0 : P[|X,, — X| > ¢] "= 0.

Definice 27 (Konvergence v rozdéleni). Bud (€2, A, P) pravdépodobnostn{ prostor, X,, posloupnost ndhodnych
vektor nebo veli¢in stejné dimenze na 2. O X,, fekneme, ze konverguje k X v rozdélen{ (distribuci), pokud
Fx (z) = P[X, < z] "= P[X < 2] = Fx(z) pro vSechna z, kde Fx je spojita.

Definice 28 (Bodovy odhad). Bud Xj, ..., X, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuén{ funkci Fx. Funkci
gn : R™ — O, jejiz predpis nezavisi na rozdélend F'x ani jeho parametrech nazveme bodovym odhadem.

Definice 29 (Nestrannost odhadu). Bud X7, ..., X,, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuén{ funkei Fx a
# odhadovany parametr. Bodovy odhad 6,, nazveme nestrannym, pokud V8 € © : Ef,, = 0, je-li 8 skute¢nou
hodnotou parametru.

Definice 30 (Konzistence odhadu). Bud X, ..., X,, ndhodny vybér z rozdéleni s distribuéni funkef Fx a 0

odhadovany parametr. Bodovy odhad 0,, nazveme konzistentnim, pokud V0 € © : 6, £ 0, je-li 6 skute¢nou

hodnotou parametru.

Definice 31 (Vybérovy prumér a rozptyl). Bud X1, ..., X,, ndhodny vybér. Vybérovym primérem nazveme
n

[— n E—
X, =1 % X; a vybérovym rozptylem nazveme S2 = —L- 3" (X, — X;)?
i=1 i=1
Véta 25 (Nestrannost vybérového prumeéru, rozptylu a EDF). Vybérovy prumeér, vybérovy rozptyl a empi-

rickd distribuéni funkce jsou nestranné odhady, maji-li tyto odhady smysl.
Definice 32 (Vybérové momenty). Bud Xi, ..., X,, ndhodny vybér. Pak r-ty vibérovy moment je EXT =
Ly Xy
i=1
Véta 26 (Nestrannost vybérovych momentt). Vybérovy moment je nestranny odhad.

Véta 27 (Markovova nerovnost I). Bud X nezaporna nédhodnd veli¢ina. Pak Ve > 0 plati P[X > ¢] < £X

g

1 _Bx

Diikaz. P|X >¢] = fo(x) dr < fx(z) dz < T%fx(x) dz == [2F,(z) dx &3]
€ 0

m\g
(ORI

Véta 28 (Markovova nerovnost II). Bud X nezdpornd ndhodnd veli¢ina. Pak Ve > 0 plat{ Vr > 0: P[X >
el < X

Drukaz. Jako u I, jen (E) > 1. B
€

Véta 29 (Cebysevova nerovnost). Bud X ndhodnd veli¢ina s koneénou stfedni hodnotou. Pak Ve > 0 :
P|X — BX| > ¢] < wrX



Diikaz. Pouzitim Markovovy nerovnosti Il s k =2, X = |X — EX|. 8]

Véta 30 (Kolmogorovova nerovnost). Nudte Xi,..., X, nezavisli ndhodné veli¢iny s kone¢nou stiedni
hodnotou. Pak Ve > 0 : P[]Ienzﬁ | Zle(Xi —EX;))|>¢ < W
en

Véta 31 ((Slaby) Zakon velkych éisel). Budte X, ..., X, iid takové, ze EX; = u,var X; = 02 < co. Pak
Ve >0: X, 5 pron — oo.

n CebySeV 1 nezav 1 n 2 n o0
Tvrzeni 1 (O spojitém zobrazeni). Bud X, Xs, ... posloupnost ndhodnych veli¢in takovd, ze X, 2 a

Bud' ¢ spojitd funkce. Pak ¢(X;) i o(a).

Véta 32 (Centraln{ limitn{ véta). Budte X, Xo,... iid ndhodné veliciny takové, ze 0 < var X; = o2 <
o0, EX1 = W.

S (X — 1)

PakVx e R: P 1:172 <z| — ®(x), kde ® je distribucni funkce normélniho rozdéleni s parametry
no n—oo

0,1, tedy N(0,1).

Véta 33 (Delta véta). Bud Yi,Ys, ... posloupnost ndhodnych veli¢in takovd, ze v/n(Y, — u) 4 N(0,0?%) a
bud’ ¢ diferencovateln4.

Pak Vi(g(Ya) = g(1) > N(0, (¢ (1))*0?)

Definice 33 (Intervalovy odhad). Bud Xji,..., X, ndhodny vybér z Py, § nezndmy parametr a © C R.
Intervalovym odhadem nazveme dvojici funkel L(Xy,...,X,) — R, U(Xy,...,X,) — R, jejichz pfedpis
nezdvisi na 6 a které splnuji P[L(X1,...,X,) <0 <U(Xi,...,Xn)] > 1— «a pro kazdé 6, je-li 6 skute¢nou
hodnotou parametru.

Véta 34 (Sluckého véta). Bud X, % N(0,1),U, 5 a,2, 5 s> 0.
Pak Zn X, + U, % N(a, s2).

Diikaz. Naznak pro U, = a = 0.
P[Z,Y, <z|=P[Z,)Y, <cN|Z, —s| <e|+ P|Z,Y, <xA|Z, — s| > ¢]. Druhy séitanec jde s rostoucim n
k nule. &

Definice 34 (MnoZinovy limsup a liminf). Bud A, mnoZiny (ndhodné jevy). Definujeme

limsup A,, = ﬁ G Ai,lirgiann = D ﬁ A,
n—00 n=1i=n nTee n=1i=n

Véta 35 (Boreliv-Cantellitiv 0-1 zdkon). Bud’ Ay, As, . .. nekoneény soubor mnozin z A, (Q, A, P) je pravdépodobnostn{
prostor.
Pak

e > P(A,) < oco= P[limsup A,] =0 (Cantelli)

n=1 n—oo

o Jsou-li Ay, A, ... nezdvislé, pak > P(A,) = oo = Pllimsup A,] = 0 (Borel)

n=1 n— oo

Diikaz. 1: Pllimsup A, = P[NU A] = hm P[UAL] < lim Z P(Ax) =0. B

n—oo k=n



Definice 35 (Momentovd vytvoiujici funkce). Bud X ndhodnd veli¢ina.
Pak v(t) := Ee'X je momentovd vytvorujici funkce X a je definovéna tam, kde Ee!X < oo.

Véta 36 (Chernoffovy meze). Bud X ndhodné velicina a v(t) jeji momentova vytvorujici funkce.
Pak P[X > a] < inf %0, P[X < a] < inf 7
>0 ¢ 20 e

Mark .
Diikaz. P[X > a] téo P[etX > eta] a% ov Eetz: _ 1/;(1?
Markov =
PIX <a) 'S PleiX 2 e0] "< ET = ) ®
Definice 36 (Poissonovské pokusy). Nezdvislé ndhodné velic¢iny X1, Xo, ..., takové, ze P[X; = 1] =p; =

1 — P[X; = 0] se nazyvaji poissonovské pokusy.

Véta 37 (Horni Chernoffovy meze pro poissonovské pokusy). Bud'te X, Xa, ... poissonovské pokusy.

Z X, ps = Z Di
=1

=1

Pak pro 6 > 0: P[S,, > (14 0)us)

Pro0<d <1:P[Sy, > (1+0)us]
Pro 6us < §: P[S, >3] <279

((1+5)1+6)
eN552/3

IN A

. s, (t
Diikaz. Pouze 1: P[S, > (14 0)us] < t(%é)is.
Z nezavislosti mdme g, =[], ¥x,(t) a ¢x, (t) = EeXi = pet + (1 —p;) =1+ pie’ —1).
Déle [T;_, (1 +pie’ — 1)) = exp(3_, log(1 + pi(e’ — 1)) < exp((e’ — 1) ; i) = exp((e’ — 1)ps).
" [ (I +pi(e’ —1)) _ exp((e’ —1)us) :
D == < = 11—

Dosadime do vzorce eET S op 0 £ 0)s) exp(us(e® — 1 —t(149))

?: 1+ pi(ef —1
Tedy P[Sn, > (1 + 6)us] < 1] l(et(1+5)(us ) = exp(ps(d — log(1 +6) - (1 +9)) = (W)MS pro
t =log(l+9). &3]

Véta 38 (Dolni Chernoffovy meze pro poissonovské pokusy). Bud'te X7, Xo, ... poissonovské pokusy.

Sn=> Xisps = > i
1=1

i=1
Pro0<d<1:P[S, <(1—=0)us] <( 65)1,5)“5
<e

Pro0<d<1:P[S, <(1—0)us]

Véta 39 (Rozdéleni souctu a sou¢inu ndhodnych veli¢in). Bud'te X,Y diskrétni ndhodné veli¢iny. Pak
1. Z=X+Y je také diskrétni ndhodna velicina a plati P[Z = v] =) [PX =u,Y =v —u].

2. Pokud jsou X,Y kladné (tedy P[X > 0] = P[Y > 0] = 1), pak V = XY je také kladna diskrétni
nahodnd velicina a P[V = 2] = > P[X = u,Y = Z]. (Pro obecné d.n.v. je tfeba dat pozor na
ab = —(a)(=b),0a = 0b = 0)

Diikaz. Dle véty o tplné pravdépodobnosti: P[Z =v] =) P[Z =ul=) , PX=uX+Y =] =

YWwPX=uY =0v—ul.
Druhy bod analogicky. H

Véta 40 (Konvoluce). Bud (X, Y) spojity ndhodny vektor s hustotou f(xy). Pak Z = X +Y je spojita

ndhodné veli¢ina a plati fz(t) f fixyy (@t —x) da.



Diikaz. Checeme najit P[Z < z] = P[X +Y < z] = P[(X,Y) € H], kde H je polorovina rozdélena piimkou
z =x +y. To se rovna

// Jx,v)(u,v) dvdu = / /f(Xy)(u,v) dvdu = Fz(2)
H
Toto potfebujeme zderivovat podle z:
6 oo Z—Uu oo
5 Jix.vy(u,v) dvdu = ny u,v) dodu f(Xy u,z —u) du

H

Véta 41 (Hustota podilu a soucinu). Bud (X,Y’) spojity ndhodny vektor s hustotou f(x,y) a necht P[Y >
0)=1.Pak V = % je spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou

v) = / Jfx,v)(vu,u) - u du

Nédhodnd velicina W = XY je také spojita s hustotou

T w 1
w)= [ fixy) (=) —dy
) / (XY)(y ) Y

— 00

Diikaz. Spocteme P[V < v] = P[& < o] = P[X < vY] = P[(X,Y) € H], kde H je polorovina rozdélend
ptimkou x = vy.
Postupujeme podobné jako u konvoluce a dostaneme

oo vu

/ /H fixy)(u,t) dtdu = / / Foxwy (u,t) dtdu = F,(v)

—0o0 —0O0
Opét zderivujeme - a pozor, ve horni mezi je vu, a tedy musime i toto podle v zderivovat.

1
Hustotu soucinu dostaneme dosazenim v do podilu. H

Véta 42 (Momentovd vytvorujici funkce sou¢inu). Budte X7, ..., X,, nezdvislé ndhodné veli¢iny a Y jejich

soucet. Pak vy (t) = f[l Yx, (t).

Diikaz. 7 definice by (t) = EetY = BetXXi = E]e!Xi. Poté z nezdvislosti mame [y, (t). &3]

Definice 37 (Podminéné rozdélen{ diskrétniho ndhodného vektoru). Bud (X,Y) ndhodny vektor (s hodno-
tami v R?).
Definujeme podminéné rozdéleni X za podminky Y = n, pokud P[Y = n] > 0 : P[X = k|Y = n] =
PX =k, Y =n

P[Y =n]

Definice 38 (Podminénd stfedni hodnota diskrétniho ndhodného vektoru). E[X|Y =n] = > k- P[X =
B

kY = n], m4-li pravd strana smysl.
Obecné pro funkei g(z,y) : E|lg(X,n)| < oo plati E(g(X,Y)|Y =n) => g(k,n) - P[X = k|Y =n].
k

Véta 43 (O tplné stifedni hodnoté). Bud (X,Y) diskrétni ndhodny vektor s EX existujici koneénou. Pak
EX =% E[X|Y =n]P[Y =n] pokud P[Y =n] > 0.



Diikaz. S P[X|Y =n]-P[Y =n] = Z% P[X :k|Y:n]~P[Y:n]:Z§~M~P[Y:n]:

PlY =n]
S k-PX=kY=n0=Yk-SPX=kY =n]=Yk-PX =k| = EX B
n k k k

<1

Definice 39 (Podminéné stfedni hodnota jako ndhodnd veli¢ina). Bud (X,Y’) diskrétni ndhodny vektor,
E|X| < 00. E(X|Y) je ndhodnd veli¢ina definovand E(X|Y)(w) = E(X|Y (w)) neboli Vw € {w : Y(w) = n} :
EX|Y)(w) = E(X|Y =n).

Véta 44 (Stfedni hodnota podminéné stfedni hodnoty). Bud (X,Y) diskrétni, E|X| < oo. Pak E(E(X|Y)) =
EX.

Diikaz. E(E(X|Y)) = SSE(X[Y =n) - P[Y =n] = EX 0
Definice 40 (Podminénd hustota). Bud (X,Y’) absolutné spojity ndhodny vektor se sdruzenou hustotou
fx,v. Definujme fxy (v|w) pfedpisem fxy (vjw) = % pro fy(w) > 0, 0 jinak. Tuto funkci nazveme

hustotou podminéného rozdéleni Y za podminky Z = w.

Definice 41 (Podminén stiedni hodnota (spojitd verze)). Bud (X,Y) absolutné spojity ndhodny vektor,
g : R? = R takov, ze E|g(Y,w)| < co. Pak definujeme E(g(X,Y)|Y = w) = [*_g(v,w)fxy(v|w) dv a

BX|Y =v) = [ vfxpy(v]w) dv

— o0

10
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