
Poznámky - pravděpodobnost a statistika
Petr Chmel, ZS 2018/19

Definice 1 (σ-algebra). Necht’ Ω je neprázdná množina. Pak A ⊆ 2Ω nazveme σ-algebrou, pokud splňuje

• Ω ∈ A

• A ∈ A ⇒ AC ∈ A (uzavřenost na doplňky)

• A1, . . . ∈ A ⇒
⋃∞
i=1AI ∈ A (σ-aditivita)

Definice 2 (Pravděpodobnost). Necht’ A je σ-algebra na Ω. Pak P : A→ [0, 1] nazveme pravděpodobnost́ı
(pravděpodobnostńı mı́rou), pokud splňuje

• P (Ω) = 1

• Jsou-li A1, . . . ∈ A po dvou disjunktńı, pak P (
⋃∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 P (Ai) (σ-aditivita)

Definice 3 (Pravděpodobnostńı prostor). Necht’ A je σ-algebra na Ω, P je pravděpodobnost na A. Pak
trojici (Ω,A, P ) nazveme pravděpodobnostńım prostorem.

Definice 4 (Klasický pravděpodobnostńı prostor). Klasický pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,A, P )

taková, že Ω je konečná, A = 2Ω, P (A) =
|A|
|Ω|

.

Definice 5 (Diskrétńı pravděpodobnostńı prostor). Diskrétńı pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,A, P )
taková, že Ω je konečná nebo spočetná, A = 2Ω, P definujeme pomoćı zobrazeńı p : Ω→ [0, 1] takového, že∑
ω∈Ω p(w) = 1 : P (A) =

∑
ω∈A p(ω).

Definice 6 (Spojitý reálný pravděpodobnostńı prostor). Spojitý reálný pravděpodobnostńı prostor je trojice
(Ω,A, P ) taková, že Ω = Rk, k ≥ 1, A je σ-algebra a obsahuje všechny otevřené intervaly, P ({ω}) = 0∀ω ∈
Ω, P (A) =

∫
A
f(w)dw pro nějakou f splňuj́ıćı f ≥ 0,

∫
Ω
f(w)dw = 1.

Věta 1 (Vlastnosti P ). Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor. Pak

1. P (∅) = 0

2. A ∈ A ⇒ P (AC) = 1− P (A)

3. A ⊆ B ∈ A ⇒ P (A) ≤ P (B)

4. A ⊆ B ∈ A ⇒ P (B \A) = P (B)− P (A)

5. P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

D̊ukaz. 1. suma/integrál přes prázdnou množinu je nulová
2. 1 = P (Ω) = P (A) + P (AC)
3. očividné
4. P (B) = P (A) + P (B \A) ≥ P (A)
5. A = (A \B) ∪ (A ∩B), B = (B \A) ∪ (A ∩B) �

Věta 2 (Princip inkluze a exkluze). Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, A1, . . . , An ∈ A. Pak

P (

n⋃
i=1

Ai) =
∑
I∈[n]

(−1)|I|+1P (
⋂
i∈I

Ai)

D̊ukaz. Indukćı �

Definice 7 (Podmı́něná pravděpodobnost). Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, A,B ∈ A,

P (B) > 0. Pak pravděpodobnost́ı jevu A za podmı́nky jevu B definujeme P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.
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Pozorováńı. P (·|B) je pravděpodobnost.

D̊ukaz. Součet. �

Věta 3 (O násobeńı pravděpodobnosti). Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, A1, . . . , An ∈
A, P (A1 ∩ . . . ∩An−1) > 0.
Pak P (A1 ∩ . . . ∩An) = P (An|A1 ∩ . . . ∩An−1) · . . . · P (A2|A1) · P (A1).

D̊ukaz. Indukćı, báze z definice. �

Věta 4 (O úplné pravděpodobnosti). Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, A ∈ A, {Bi} je dis-
junktńı rozklad Ω. Pak P (A) =

∑
i P (A|Bi)P (Bi).

D̊ukaz. Vı́me, že A ∩Bi jsou po dvou disjunktńı množiny, tedy
⋃
iA ∩Bi = A ∩

⋃
iBi = A ∩ Ω = A.

Tedy P (A) = P (
⋃
iA ∩Bi) =

∑
i P (A ∩Bi) =

∑
i P (A|Bi) · P (Bi) �

Věta 5 (Bayesova). Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor, {Bi} je disjunktńı rozklad Ω, A ∈ A :

P (A) > 0. Pak P (Bi|A) =
P (A|Bi)P (Bi)∑
j P (A|Bj)P (Bj)

D̊ukaz. P (Bi|A) =
P (Bi ∩A)

P (A)
=

P (A|Bi) · P (Bi)∑
j P (A|Bj)P (Bj)

�

Věta 6 (Bonferroniho nerovnost). Necht’ A1, . . . , An jsou náhodné jevy. Pak P (
⋂n
i=1Ai) ≥ 1 −

∑n
i=1(1 −

P (Ai)).

D̊ukaz. P (
⋂n
i=1Ai) = 1− P ((∩ni=1Ai)

C) = 1− P (∪ni=1A
C
i ) ≥ 1−

n∑
i=1

P (ACi ) = 1−
n∑
i=1

(1− P (Ai)). �

Definice 8 (Stochasticky nezávislé jevy). Necht’A,B jsou náhodné jevy. Nazveme je (stochasticky) nezávislými,
pokud P (A ∩B) = P (A) · P (B).

Definice 9 (Vzájemná nezávislost). Necht’ A1 . . . , An jsou náhodné jevy. Tyto jsou vzájemně nezávislé,
pokud ∀I ⊆ [n] : P (

⋂
i∈I Ai) =

∏
i∈I P (Ai).

Definice 10 (Náhodná veličina). Zobrazeńı X : Ω → R takové, že ∀a ∈ RX−1((−∞, a]) ∈ A nazveme
náhodnou veličinou.

Definice 11 (Rozděleńı náhodné veličiny). Necht’ X je reálná náhodná veličina na (Ω,A, P ). Pak existuje
jednoznačně daná pravděpodobnost PX na (R,B) taková, že PX(B) = P [x ∈ B], pokud B ∈ B. Pak PX
nazveme rozděleńım náhodné veličiny X.

Definice 12 (Distribučńı funkce náhodné veličiny). Necht’ X je náhodná veličina a PX jej́ı rozděleńı. Pak
funkce FX : R→ [0, 1] taková, že FX(a) = PX(−∞, a] se nazývá distribučńı funkćı X.

Věta 7 (Vlastnosti distribučńı funkce). Necht’ X je náhodná veličina, FX jej́ı distribučńı funkce. Pak

1. FX je neklesaj́ıćı

2. lima→∞ FX(a) = 1,lima→−∞ FX(a) = 0

3. FX je zprava spojitá

D̊ukaz. 1. FX(b) = P [X ≤ b] = P [X ≤ a] + P [X ∈ (a, b)] ≥ P [X ≤ a] = FX(a)

2. FX(n) = P [X ≤ n] = P [supni=−∞X ∈ (i− 1, k]] =
n∑

i=−∞
P [X ∈ (i− 1, i]]

n→∞−→ P [x ∈ R]

3. FX(an) = P [X ≤ an]→ P [X ≤ a].
P [X ≤ an]−P [X ≤ a] = P [x ∈ (a, an]]. Plat́ı An > An+1∧∩∞n=1 = ∅ ⇒ limn→∞ P (An) = 0⇒ ∩∞n=1(a, an] =
∅. �
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Věta 8 (Kanonická konstrukce). Necht’ F : R→ [0, 1] splňuje podmı́nky 1,2,3 z předchoźı věty. Pak existuje
pravděpodobnostńı prostor a náhodná veličina X tak, že F je distribučńı funkćı X.

D̊ukaz. Zvoĺıme Ω = R,A = B (Borelova σ-algebra).
P (−∞, a] = P (a), P lze jednoznačně dodefinovat na B tak, aby rovnost platila - z teorie mı́ry.
Zbývá X : R→ R : X(u) = u⇒ X = Id.
X má za distribuce funkci F : P [X ≤ a] = P{u : X(u) ≤ a} = P{u : u ≤ a} = P (−∞, a] = F (a). �

Definice 13 (Náhodný vektor). Zobrazeńı X : Ω → Rd, d ≥ 2 takové, že {ω : X1(ω) ≤ a1, . . . , Xd(ω) ≤
ad} ∈ A,X = (X1, . . . , Xd) nazveme náhodným vektorem.

Definice 14 (Rozděleńı a distribučńı funkce náhodného vektoru). Necht’ X je d-rozměrný náhodný vektor.
Pravděpodobnost PX definovaná jednoznačně na všech otevřených i uzavřených množinách v Rd (a jejich
spočetných ∩,∪) taková, že PX (πdi=1(−∞, ai]) = P [X ≤ a]∀a = (a1, . . . , ad) se nazývá rozděleńı náhodného
vektoru X .
Distribučńı funkce náhodné vektoru X je funkce FX : Rd → [0, 1] : FX (a) = P [X ≤ a]

Věta 9 (Vlastnosti distribučńı funkce). Necht’ X je náhodný vektor a FX jeho distribučńı funkce.
Pak

1. FX je zprava spojitá a neklesaj́ıćı v každé své složce.

2. ∀i ∈ [d] : limai=−∞ FX (a) = 0

3. limai→+∞,∀i∈[d] FX (a) = 1

4. ∀a > b plat́ı
∑d
k=0 f(−1)k

∑
c∈ δk(a, b)FX (x) ≥ 0

Definice 15 (Marginálńı rozděleńı a distribučńı funkce). Bud’ X náhodný vektor, FX sdružená distribučńı
funkceX = (Y1, . . . , Yn), kde Yi je náhodná veličina a plat́ı FYi(a) = lim

aj→+∞∀j 6=i
FX(a1, . . . , ai−1, a, ai+1, . . . , ad).

FYi nazýváme marginálńı distribučńı funkćı.
Podobně PX je sdružené rozděleńı a PYi je marginálńı rozděleńı.

Věta 10 (O marginálńım rozděleńı). Necht’ X je náhodný vektor a PX jeho rozděleńı. Pak všechna marginálńı
rozděleńı jsou jednoznačně určena.

D̊ukaz. Plyne př́ımo z definice sdruženého a marginálńıho rozděleńı. �

Definice 16 (Nezávislost náhodných veličin či vektor̊u). Bud’te X1, . . . , Xn náhodné veličiny a FX1
, . . . , FXn

jejich distribučńı funkce. Pokus pro náhodný vektor Y = (X1, . . . , Xn) a jeho distribučńı funkci FY plat́ı

FY (y) =
n∏
i=1

FXi(yi)∀y ∈ Rn, řekneme, že X1, . . . , Xn jsou nezávislé náhodné veličiny.

Věta 11 (Nezávislé náhodné veličiny a jejich složené rozděleńı). Necht’ X1, . . . , XN jsou nezávislé náhodné
veličiny. Pak po rozděleńı náhodného vektoru x = (x1, . . . , xn) plat́ı Px(A1×A2× . . .×An) =

∏n
i=1 Pxi(Ai)

∀A1 . . . , An ⊂ R otevřené, uzavřené intervaly a jejich spočetná sjednoceńı a pr̊uniky.

D̊ukaz. Plyne z charakterizace rozděleńı. �

Věta 12 (Ekvivalentńı podmı́nky nezávislosti). Bud’teX1, . . . , Xn diskrétńı náhodné veličiny. PakX1, . . . , Xn

jsou nezávislé, právě když P [X1 = s1, . . . , Xn = sn] =
n∏
i=1

P [Xi = sI ]∀(s1, . . . , sn)

Bud’te X1, . . . , Xn spojité náhodné veličiny. Pak X1, . . . , Xn jsou nezávislé, právě když fX(x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

fXi(xi)∀(x1, . . . , xn)

Definice 17 (Náhodný výběr). Necht’ náhodné veličiny X1, X2, . . . , Xn jsou nezávislé a maj́ı stejné rozděleńı
(dále znač́ıme iid). Ty pak nazveme náhodným výběrem o rozsahu n.
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Definice 18 (Empirická distribučńı funkce). Necht’ X1 . . . , Xn je náhodný výběr. Pak náhodné veličiny
F̂n(x) := 1

n (
∑n
i=1 I[Xi ≤ x]) nazveme empirickou distribučńı funkćı.

Věta 13 (O rozděleńı empirické distribučńı funkce). Bud’ X1, . . . Xn náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı

funkćı FX . Pak P [F̂n(x =
k

n
] =

(
n
k

)
(FX(x))k(1− FX(x))n−k

Definice 19 (Středńı hodnota). Bud’ X : Ω → R náhodná veličina na (Ω,A, P ). Pak definujeme středńı
hodnotu jako EX =

∫
Ω
X(ω) dP (ω), pokud integrál existuje.

Věta 14 (Středńı hodnota pro diskrétńı náhodnou veličinu). Bud’ X diskrétńı náhodná veličina s hustotou
p(s) = P [X = s], s ∈ S, S nejvýše spočetná, P [X ∈ S] = 1.
Pak EX =

∑
s∈S s · p(s), má-li pravá strana smysl.

D̊ukaz.
⋃
s∈S

[X = s] = Ω.

Pro s 6= t : [X = s] ∩ [X = t] = ∅.
Mám disjunktńı rozklad Ω. Z teorie integrálu:

∫
Ω
X(ω) dP (ω) =

∫
∪s∈S [X=s]

X(ω) dP (ω) =
∑
s∈S

∫
[X=s]

X(ω) dP (ω) =∑
s∈S

∫
[X=s]

s dP (ω) =
∑
s∈S

s
∫

[X=s]
dP (ω) =

∑
s∈S

sP [X = s], maj́ı-li výrazy smysl. �

Věta 15 (Středńı hodnota spojité náhodné veličiny). Bud’ X spojitá náhodná veličina s hustotou fx. Pak

EX =
∞∫
−∞

x · fX(x) dx, pokud integrál existuje.

Definice 20 (Obecné momenty náhodné veličiny). Bud’ X náhodná veličina, X : Ω→ R, g : R→ R náhodná
funkce. Pak Eg(X) =

∫
Ω
g(X(ω)) dP (ω) má-li pravá strana smysl.

Věta 16 (Výpočetńı věta E(g(X))). Bud’ X náhodná veličina a g : R→ R. Pak

1. X diskrétńı: Eg(X) =
∑
s∈S g(s)P [X = s], má-li pravá strana smysl

2. X spojitá: Eg(X) =
∞∫
−∞

g(x)fX(x) dx, má-li pravá strana smysl

Věta 17 (Linearita středńı hodnoty). Bud’ X náhodná veličina s existuj́ıćı středńı hodnotou. Pak ∀a, b ∈
R : E(a+ bX) = a+ bEX.

D̊ukaz pro diskrétńı náhodné veličiny. E(a + bX) =
∑
s∈S

(a + bs)P [X = s] =
∑
s∈S

aP [X = s] +
∑
s∈S

bsP [X =

s] = a+ bEX �

Věta 18 (Jensenova nerovnost). Bud’ X náhodná veličina s konečnou středńı hodnotou, ϕ : R→ R konvexńı
taková, že Eϕ(X) je konečná. Pak Eϕ(X) ≥ ϕ(EX).

D̊ukaz. Pro konvexńı funkci plat́ı ∀a ∈ R∃λ konstanta taková, že ϕ(x) ≥ ϕ(a) + λ(x− a).
a = EX : ∀x : ϕ(x) ≥ ϕ(EX) + λ(x − EX), také tedy ϕ(X) ≥ ϕ(EX) + λ(X − EX), tedy Eϕ(X) ≥
Eϕ(EX) + λE(X − EX) = ϕ(EX) �

Definice 21 (Některé významné momenty náhodných veličin). Středńı hodnota X je EX
Prvńı absolutńı moment X je E|X|
Druhý moment X je EX2

Variance, rozptyl nebo středńı čtvercová odchylka je var X = E(X − EX)2

Šikmost rozděleńı X je
E(X − EX)3

(var X)
3
2

Věta 19 (Efektivńı výpočet rozptylu). Bud’ X náhodná veličina a EX2 <∞. Pak var X = EX2−(EX)2 =
EX(X − 1) + EX − (EX)2 a plat́ı ∀a, b ∈ R : var(a+ bX) = b2var X
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D̊ukaz. E(X − EX)2 = E(X2 − 2XEX + (EX)2) = EX2 − E(2XEX) + E((EX)2) = EX2 − 2EXEX +
(EX)2 = EX2 − (EX)2

var(a+ bX) = E(a+ bX − E(a+ bX))2 = (a+ bX − a− bEX)2 = Eb2(X − EX)2 �

Definice 22 (Momenty náhodného vektoru). Bud’ X = (X1, . . . , Xd) náhodný vektor.

1. EX = (EX1, . . . , EXd), pokud všechny EXi existuj́ı

2. Necht’ gRd → R. Definujeme Eg(x) =
∫

Ω
g(X(ω)) dP (ω), má-li pravá strana smysl.

Věta 20 (Výpočet E(g(X ))). Bud’ X náhodný vektor a g : Rd → R měřitelná.
Je-li X spojitý náhodný vektor (se sdruženou hustotou fX), pak Eg(X) =

∫∞
−∞

∫∞
−∞ . . .

∫∞
−∞ g(x1, . . . , xd) ·

fx(x1, . . . , xD) dxd dxd−1 . . . dx1, má-li pravá strana smysl.
Je-li X diskrétńı náhodný vektor s hodnotami v Nd0, pak Eg(X) =

∑∞
n+=0

∑∞
n2=0 . . .

∑∞
nd=0 g(x1, . . . , xd) ·

P [X1 = n1, . . . , Xd = nd], má-li pravá strana smysl.

Věta 21 (Středńı hodnota součtu náhodných veličin). Bud’ X = (X1, . . . , Xd) náhodný vektor a bud’te

a ∈ R, bi ∈ R, i ∈ [d]. Pak E(a+
d∑
i=1

biXi) = a+
d∑
i=1

biEXi má-li pravá strana smysl.

D̊ukaz pro diskrétńı náhodné veličiny. Indukćı: g(X1, X2) = a+ b1X1 + b2X2

E(g(X1, X2) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(a+b1n+b2m)P [X1 = n,X2 = n] =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

aP [X1 = n,X2 = m]+
∞∑
n=0

∞∑
m=0

b1nP [X1 =

n,X2 = m] +
∞∑
n=0

∞∑
m=0

b2mP [X1 = n,X2 = m]a+ b1EX1 + b2EX2. �

Definice 23 (Kovariance). Bud’ X = (X1, X2) náhodný vektor s konečnými rozptyly složek. Pak kovariance
dvou složek náhodného vektoru je cov(X1, X2) = E(X1 − EX1)(X2 − EX2) = EX1X2 − EX1 · EX2

Definice 24 (Korelace). Bud’ X = (X1, X2) náhodný vektor s konečnými rozptyly složek. Pak korelace

dvou složek náhodného vektoru je corr(X1, X2) =
cor(X1, X2)√

var X1 · var X2

Věta 22 (O nezávislosti a korelaci). Bud’ X = (X1, X2) náhodný vektor s konečnými rozptyly složek. Pak
cov(X1, X2) = corr(X1, X2) = 0, pokud jsou X1 a X2 nezávislé náhodné veličiny.
Pozor: obrácená implikace obecně neplat́ı.

Pro spojitý náhodný vektor. EX1X2 =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

x1x2fX(x1, x2)dx2dx1
nezáv.

=
∞∫
−∞

∞∫
−∞

x1x2fX1(x1)fX2(x2)dx2dx1 =

∞∫
−∞

x1fX1
(x1)

∞∫
−∞

x2fX2
(x2)dx2dx1 =

∞∫
−∞

x1fX1
(x1)EX2dx1 = EX2

∞∫
−∞

x1fX1
(x1)dx1 = EX2EX1 ⇒ cov(X1, X2) =

EX1X2 − EX1EX2 = 0 pro X1, X2 nezávislé. �

Věta 23 (Rozptyl součtu náhodných veličin). Bud’te X1, . . . , Xd náhodné veličiny s konečnými rozptyly,

a ∈ R, bi ∈ R, i ∈ [d]. Pak var(a+
d∑
i=1

biXi) =
d∑
i=1

b2i var Xi +
∑∑

i 6=j bibj · cor(Xi, Xj).

D̊ukaz. Zmizeńı a je jasné.

var(
d∑
i=1

biXi)
def
= E(

d∑
i=1

biXi−E(
d∑
i=1

biXi))
2 = E(

d∑
i=1

bi(Xi−EXi))
2 = E(

d∑
i=1

b2i (Xi−EXi)
2 +
∑∑

i 6=j
bibj(Xi−

EXi)(Xj − EXj)) =
d∑
i=1

b2iE(Xi − EXi)
2 +

∑∑
i6=j

bibjE(Xi − EXi)E(Xj − EXj). �

Definice 25 (Variančńı a korelačńı matice). Bud’ X = (X1, . . . , Xd) náhodný vektor se složkami s kladnými

konečnými rozptyly. Pak Var(X) = (cov(Xi, Xj))
d,d
i=1,j=1 a Corr(X) = (corr(Xi, Xj))

d,d
i=1,j=1 jsou variančńı a

korelačńı matice X.

Věta 24 (Vlastnosti korelace a kovariance). Bud’ X = (X1, . . . , Xd) náhodný vektor se složkami s kladnými
konečnými rozptyly. Pak
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1. |corr(Xi, Xj)| ≤ 1

2. |corr(Xi, Xj)| = 1⇔ ∃a 6= 0, b ∈ R : P [Xi = aXj + b] = 1

3. cov(a+ bX, c+ dY ) = bdcov(X,Y )

4. corr(a+ bX, c+ dY ) = sgn(bd)corr(X,Y )

5. Var(X),Corr(X) jsou symetrické a pozitivně semidefinitńı

D̊ukaz. 1 - Cauchy-Schwarz
2 - zjevně
3, 4 - z definice

5 - uTVarXu =
d∑
i=1

u2
i varXi +

∑∑
i 6=j

uiujcov(Xi, Xj) = var(
d∑
i=1

uiXi) ≥ 0. �

Definice 26 (Konvergence v pravděpodobnosti). Bud’ (Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor, Xn posloupnost
náhodných vektor̊u nebo veličin stejné dimenze na Ω. O Xn řekneme, že konverguje k X v pravděpodobnosti,
pokud ∀ε > 0 : P [|Xn −X| > ε]

n→∞→ 0.

Definice 27 (Konvergence v rozděleńı). Bud’ (Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor,Xn posloupnost náhodných
vektor̊u nebo veličin stejné dimenze na Ω. O Xn řekneme, že konverguje k X v rozděleńı (distribuci), pokud

FXn(x) = P [Xn ≤ x]
n→∞→ P [X ≤ x] = FX(x) pro všechna x, kde FX je spojitá.

Definice 28 (Bodový odhad). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı FX . Funkci
gn : Rn → Θ, jej́ıž předpis nezáviśı na rozdělená FX ani jeho parametrech nazveme bodovým odhadem.

Definice 29 (Nestrannost odhadu). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı FX a

θ odhadovaný parametr. Bodový odhad θ̂n nazveme nestranným, pokud ∀θ ∈ Θ : Eθ̂n = θ, je-li θ skutečnou
hodnotou parametru.

Definice 30 (Konzistence odhadu). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı FX a θ

odhadovaný parametr. Bodový odhad θ̂n nazveme konzistentńım, pokud ∀θ ∈ Θ : θ̂n
P→ θ, je-li θ skutečnou

hodnotou parametru.

Definice 31 (Výběrový pr̊uměr a rozptyl). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr. Výběrovým pr̊uměrem nazveme

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi a výběrovým rozptylem nazveme S2
n = 1

n−1

n∑
i=1

(Xi −Xi)
2

Věta 25 (Nestrannost výběrového pr̊uměru, rozptylu a EDF). Výběrový pr̊uměr, výběrový rozptyl a empi-
rická distribučńı funkce jsou nestranné odhady, maj́ı-li tyto odhady smysl.

Definice 32 (Výběrové momenty). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr. Pak r-tý výběrový moment je ÊXr =

1
n

n∑
i=1

Xr
i

Věta 26 (Nestrannost výběrových moment̊u). Výběrový moment je nestranný odhad.

Věta 27 (Markovova nerovnost I). Bud’ X nezáporná náhodná veličina. Pak ∀ε > 0 plat́ı P [X ≥ ε] ≤ EX
ε

D̊ukaz. P [X ≥ ε] =
∞∫
ε

fX(x) dx ≤
∞∫
ε

x

ε
fX(x) dx ≤

∞∫
0

x

ε
fX(x) dx =

1

ε

∞∫
0

xFx(x) dx =
EX

ε
. �

Věta 28 (Markovova nerovnost II). Bud’ X nezáporná náhodná veličina. Pak ∀ε > 0 plat́ı ∀r > 0 : P [X ≥
ε] ≤ EXr

εr

D̊ukaz. Jako u I, jen
(x
ε

)r
≥ 1. �

Věta 29 (Čebyševova nerovnost). Bud’ X náhodná veličina s konečnou středńı hodnotou. Pak ∀ε > 0 :
P [||X − EX| ≥ ε] ≤ var X

ε2
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D̊ukaz. Použit́ım Markovovy nerovnosti II s k = 2, X = |X − EX|. �

Věta 30 (Kolmogorovova nerovnost). Nud’te X1, . . . , Xn nezávisĺı náhodné veličiny s konečnou středńı

hodnotou. Pak ∀ε > 0 : P [max
k∈[n]

|
∑k
i=1(Xi − EXi)| ≥ ε] ≤

∑n
i=1 var Xi
ε2

Věta 31 ((Slabý) Zákon velkých č́ısel). Bud’te X+, . . . , Xn iid takové, že EX1 = µ, var X1 = σ2 <∞. Pak

∀ε > 0 : Xn
P→ pro n→∞.

D̊ukaz. P [| 1n
n∑
i=1

(Xi − µ)| ≥ ε]
Čebyšev

≤ 1

ε2
var

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)
nezáv.

=
1

ε2n2

n∑
i=1

varXi =
σ2

nε2

n→∞−→ 0. �

Tvrzeńı 1 (O spojitém zobrazeńı). Bud’ X1, X2, . . . posloupnost náhodných veličin taková, že Xn
P→ a.

Bud’ ϕ spojitá funkce. Pak ϕ(Xi)
P→ ϕ(a).

Věta 32 (Centrálńı limitńı věta). Bud’te X1, X2, . . . iid náhodné veličiny takové, že 0 < var X1 = σ2 <
∞, EX1 = µ.

Pak ∀x ∈ R : P


n∑
i=1

(Xi − µ)

√
nσ2

≤ x

 →
n→∞

Φ(x), kde Φ je distribučńı funkce normálńıho rozděleńı s parametry

0, 1, tedy N(0, 1).

Věta 33 (Delta věta). Bud’ Y1, Y2, . . . posloupnost náhodných veličin taková, že
√
n(Yn − µ)

d→ N(0, σ2) a
bud’ g diferencovatelná.

Pak
√
n(g(Yn)− g(µ))

d→ N(0, (g′(µ))2σ2)

Definice 33 (Intervalový odhad). Bud’ X1, . . . , Xn náhodný výběr z Pθ, θ neznámý parametr a Θ ⊂ R.
Intervalovým odhadem nazveme dvojici funkćı L(X1, . . . , Xn) → R, U(X1, . . . , Xn) → R, jejichž předpis
nezáviśı na θ a které splňuj́ı P [L(X1, . . . , Xn) ≤ θ ≤ U(X1, . . . , XN )] ≥ 1− α pro každé θ, je-li θ skutečnou
hodnotou parametru.

Věta 34 (Sluckého věta). Bud’ Xn
d→ N(0, 1), Un

P→ a, Zn
P→ s > 0.

Pak ZNXn + Un
d→ N(a, s2).

D̊ukaz. Náznak pro Un = a = 0.
P [ZnYn ≤ x] = P [ZnYn ≤ c ∧ |Zn − s| < ε] + P [ZnYn ≤ x ∧ |Zn − s| ≥ ε]. Druhý sč́ıtanec jde s rostoućım n
k nule. �

Definice 34 (Množinový limsup a liminf). Bud’ An množiny (náhodné jevy). Definujeme

lim sup
n→∞

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
i=n

Ai, lim inf
n→∞

An =

∞⋃
n=1

∞⋂
i=n

Ai,

Věta 35 (Borel̊uv-Cantelli̊uv 0-1 zákon). Bud’A1, A2, . . . nekonečný soubor množin zA, (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı
prostor.
Pak

•
∞∑
n=1

P (An) <∞⇒ P [lim sup
n→∞

An] = 0 (Cantelli)

• Jsou-li A1, A2, . . . nezávislé, pak
∞∑
n=1

P (An) =∞⇒ P [lim sup
n→∞

An] = 0 (Borel)

D̊ukaz. 1: P [lim supAn] = P [∩ ∪Ak] = lim
n→∞

P [∪Ak] ≤ lim
n→∞

∞∑
k=n

P (Ak) = 0. �
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Definice 35 (Momentová vytvořuj́ıćı funkce). Bud’ X náhodná veličina.
Pak ψ(t) := EetX je momentová vytvořuj́ıćı funkce X a je definována tam, kde EetX <∞.

Věta 36 (Chernoffovy meze). Bud’ X náhodná veličina a ψ(t) jej́ı momentová vytvořuj́ıćı funkce.

Pak P [X ≥ a] ≤ inf
t>0

ψ(t)
eat , P [X ≤ a] ≤ inf

t<0

ψ(t)
eat

D̊ukaz. P [X ≥ a]
t>0
= P [etX ≥ eta]

Markov
≤ Eetx

eta = ψ(t)
eat

P [X ≤ a]
t<0
= P [etX ≥ eta]

Markov
≤ Eetx

eta = ψ(t)
eat �

Definice 36 (Poissonovské pokusy). Nezávislé náhodné veličiny X1, X2, . . . , takové, že P [Xi = 1] = pi =
1− P [Xi = 0] se nazývaj́ı poissonovské pokusy.

Věta 37 (Horńı Chernoffovy meze pro poissonovské pokusy). Bud’te X1, X2, . . . poissonovské pokusy.

Sn =
n∑
i=1

Xi, µs =
n∑
i=1

pi

Pak pro δ > 0 : P [Sn ≥ (1 + δ)µs] ≤ ( eδ

(1+δ)1+δ
)µs

Pro 0 < δ ≤ 1 : P [Sn ≥ (1 + δ)µs] ≤ eµsδ
2/3

Pro 6µs < δ : P [Sn > δ] ≤ 2−δ

D̊ukaz. Pouze 1: P [Sn ≥ (1 + δ)µs] ≤
ψSn(t)

et(1+δ)µs
.

Z nezávislosti máme ψSn =
∏n
i=1 ψXi(t) a ψXi(t) = EetXi = pie

t + (1− pi) = 1 + pi(e
t − 1).

Dále
∏n
i=1(1 + pi(e

t − 1)) = exp(
∑n
i=1 log(1 + pi(e

t − 1))) ≤ exp((et − 1)
n∑
i=1

pi) = exp((et − 1)µs).

Dosad́ıme do vzorce:

∏n
i=1(1 + pi(e

t − 1))

et(1+δ)µs
≤ exp((et − 1)µs)

exp(t(1 + δ)µs)
= exp(µs(e

t − 1− t(1 + δ))

Tedy P [Sn ≥ (1 + δ)µs] ≤
∏n
i=1(1 + pi(e

t − 1))

et(1+δ)µs
= exp(µs(δ − log(1 + δ) · (1 + δ)) = ( dδ

(1+δ)1+δ
)µs pro

t = log(1 + δ). �

Věta 38 (Dolńı Chernoffovy meze pro poissonovské pokusy). Bud’te X1, X2, . . . poissonovské pokusy.

Sn =
n∑
i=1

Xi, µs =
n∑
i=1

pi

Pro 0 < δ < 1 : P [Sn ≤ (1− δ)µs] ≤ ( e−δ

(1−δ)1−δ )µs

Pro 0 < δ ≤ 1 : P [Sn ≤ (1− δ)µs] ≤ e−µsδ
2/2

Věta 39 (Rozděleńı součtu a součinu náhodných veličin). Bud’te X,Y diskrétńı náhodné veličiny. Pak

1. Z = X + Y je také diskrétńı náhodná veličina a plat́ı P [Z = v] =
∑
u[PX = u, Y = v − u].

2. Pokud jsou X,Y kladné (tedy P [X > 0] = P [Y > 0] = 1), pak V = XY je také kladná diskrétńı
náhodná veličina a P [V = z] =

∑
u P [X = u, Y = z

u ]. (Pro obecné d.n.v. je třeba dát pozor na
ab = −(a)(−b), 0a = 0b = 0)

D̊ukaz. Dle věty o úplně pravděpodobnosti: P [Z = v] =
∑
u P [Z = v,X = u] =

∑
u P [X = u,X + Y = v] =∑

u P [X = u, Y = v − u].
Druhý bod analogicky. �

Věta 40 (Konvoluce). Bud’ (X,Y ) spojitý náhodný vektor s hustotou f(X,Y ). Pak Z = X + Y je spojitá

náhodná veličina a plat́ı fZ(t) =
∞∫
−∞

f(X,Y )(x, t− x) dx.
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D̊ukaz. Chceme naj́ıt P [Z ≤ z] = P [X + Y ≤ z] = P [(X,Y ) ∈ H], kde H je polorovina rozdělená př́ımkou
z = x+ y. To se rovná

∫ ∫
H

f(X,Y )(u, v) dvdu =

∞∫
−∞

z−u∫
−∞

f(X,Y )(u, v) dvdu = FZ(z)

Toto potřebujeme zderivovat podle z:

∂

∂z

∞∫
−∞

z−u∫
−∞

f(X,Y )(u, v) dvdu =

∞∫
−∞

 ∂

∂z

z−u∫
−∞

f(X,Y )(u, v) dvdu

 =

∞∫
−∞

f(X,Y )(u, z − u) du

�

Věta 41 (Hustota pod́ılu a součinu). Bud’ (X,Y ) spojitý náhodný vektor s hustotou f(X,Y ) a necht’ P [Y >

0] = 1. Pak V = X
Y je spojitá náhodná veličina s hustotou

fV (v) =

∞∫
−∞

f(X,Y )(vu, u) · u du

Náhodná veličina W = XY je také spojitá s hustotou

fW (w) =

∞∫
−∞

f(X,Y )(
w

y
, y) · 1

y
dy

D̊ukaz. Spočteme P [V ≤ v] = P [XY ≤ v] = P [X ≤ vY ] = P [(X,Y ) ∈ H], kde H je polorovina rozdělená
př́ımkou x = vy.
Postupujeme podobně jako u konvoluce a dostaneme∫ ∫

H

f(X,Y )(u, t) dtdu =

∞∫
−∞

vu∫
−∞

f(X,Y )(u, t) dtdu = Fv(v)

Opět zderivujeme - a pozor, ve horńı mezi je vu, a tedy muśıme i toto podle v zderivovat.

Hustotu součinu dostaneme dosazeńım
1

Y
do pod́ılu. �

Věta 42 (Momentová vytvořuj́ıćı funkce součinu). Bud’te X1, . . . , Xn nezávislé náhodné veličiny a Y jejich

součet. Pak ψY (t) =
n∏
i=1

ψXi(t).

D̊ukaz. Z definice ψY (t) = EetY = Eet
∑
Xi = E

∏
etXi . Poté z nezávislosti máme

∏
ψXi(t). �

Definice 37 (Podmı́něné rozděleńı diskrétńıho náhodného vektoru). Bud’ (X,Y ) náhodný vektor (s hodno-
tami v R2).
Definujeme podmı́něné rozděleńı X za podmı́nky Y = n, pokud P [Y = n] > 0 : P [X = k|Y = n] =
P [X = k, Y = n]

P [Y = n]
.

Definice 38 (Podmı́něná středńı hodnota diskrétńıho náhodného vektoru). E[X|Y = n] =
∑
k

k · P [X =

k|Y = n], má-li pravá strana smysl.
Obecně pro funkci g(x, y) : E|g(X,n)| <∞ plat́ı E(g(X,Y )|Y = n) =

∑
k

g(k, n) · P [X = k|Y = n].

Věta 43 (O úplné středńı hodnotě). Bud’ (X,Y ) diskrétńı náhodný vektor s EX existuj́ıćı konečnou. Pak
EX =

∑
n
E[X|Y = n]P [Y = n] pokud P [Y = n] > 0.
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D̊ukaz.
∑
n
P [X|Y = n] · P [Y = n] =

∑
n

∑
k

k · P [X = k|Y = n] · P [Y = n] =
∑
n

∑
k

·P [X=k,Y=n]
P [Y=n] · P [Y = n] =∑

n

∑
k

k · P [X = k, Y = n] =
∑
k

k ·
∑
n
P [X = k, Y = n] =

∑
k

k · P [X = k] = EX �

Definice 39 (Podmı́něná středńı hodnota jako náhodná veličina). Bud’ (X,Y ) diskrétńı náhodný vektor,
E|X| <∞. E(X|Y ) je náhodná veličina definovaná E(X|Y )(ω) = E(X|Y (ω)) neboli ∀ω ∈ {ω : Y (ω) = n} :
E(X|Y )(ω) = E(X|Y = n).

Věta 44 (Středńı hodnota podmı́něné středńı hodnoty). Bud’ (X,Y ) diskrétńı, E|X| <∞. Pak E(E(X|Y )) =
EX.

D̊ukaz. E(E(X|Y )) =
∑
n
E(X|Y = n) · P [Y = n] = EX �

Definice 40 (Podmı́něná hustota). Bud’ (X,Y ) absolutně spojitý náhodný vektor se sdruženou hustotou

fX,Y . Definujme fX|Y (v|w) předpisem fX|Y (v|w) =
fX,Y (v,w)
fY (w) pro fY (w) > 0, 0 jinak. Tuto funkci nazveme

hustotou podmı́něného rozděleńı Y za podmı́nky Z = w.

Definice 41 (Podmı́něná středńı hodnota (spojitá verze)). Bud’ (X,Y ) absolutně spojitý náhodný vektor,
g : R2 → R taková, že E|g(Y,w)| < ∞. Pak definujeme E(g(X,Y )|Y = w) =

∫∞
−∞ g(v, w)fX|Y (v|w) dv a

E(X|Y = v) =
∞∫
−∞

vfX|Y (v|w) dv
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Pozorováńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
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10 Věta (O marginálńım rozděleńı) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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16 Věta (Výpočetńı věta E(g(X))) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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35 Definice (Momentová vytvořuj́ıćı funkce) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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