Poznamky - teorie mnozin
Petr Chmel, LS 2019/20

Poznamka (Jazyk). Jazyk teorie mnozin obsahuje
e proménné (mald, piipadné oindexovand pisemena)

e binarni predikatovy symbol =

bindrni predikatovy symbol €

logické spojky A,V,—, =, <

kvantifikatory V, 3

zavorky (,), [;]

Pojem formule stejny z logiky, volny vs vazany vyskyt.

Zkratka vyznam slovné potiebné axiomy
TFy ~(z=y) - -
&y ~(z €y) -
xCuy Vu)(u € x — u € y) » je podmnozinou y* -
rCy rCyN(z#y) i
{z:x€ane(x)} =zzaxiomu 3 3
anb {z:zcanzeb} prunik 3
a\b {z:zcanz b} mnozinovy rozdil 3
) {r:x€anz#ua} prazdna mnozina 3
{a,b} z 7 axiomu 4 neusporadand dvojice 4
{a} {a,a} jednoprvkovd mnozina 4
(a,b) {{a},{a,b}} uspofddand dvojice 4
Ua {z:(Fy)(zx €eyAy€a)} | suma 5
aUb U{a, b} sjednoceni 5
P(a) z z axiomu 6 potenéni mnozina mnoziny a 6

Poznamka (Zkratky v jazyce).
Axiom 1 (Axiom existence mnoziny). (3z)(x = x) — ,,Budiz mnozina“
Axiom 2 (Axiom extenzionality). ((Vz)(z € 4> z € y)) = © = y — ,Mnozina je uréena svymi prvky*

Poznamka (O axiomu extenzionality). PiSeme jen jednu implikaci, nebot druhou dostdvdme z logiky a
axiomu o rovnosti.

Axiom 3 (Schéma axiomu vydéleni). Je-li p(x) formule, kterd nemd volnou proménnou z, pak (Va)(32)(Vx)(x €

z ¢ (x € aAp(x))) je axiom. — ,Z mnoziny a vybereme prvky s vlastnosti ¢(x), ty utvoi{ novou mnozinu

[13

z.
Poznamka (O schématu axiomu vydéleni). Z axiomu extenzionality mame jednoznaénost z.

Axiom 4 (Axiom dvojice). (Va)(¥b)(3z)(Vx)(z € z +» (x = a Vz = b)) — ,Ke kazdym dvéma mnozindm
a, b existuje mnozina z tak, ze jeji prvky jsou pravé a a b.*

Pozndmka (O axiomu dvojice). Jednozna¢nost plyne z axiomu extenzionality.
Lemma 1 (Uspofadané dvojice funguji tak, jak bychom ¢ekali). (x,y) = (u,v) <> (x =u Ay =v)

Dikaz. TODO H



Definice 1 (Uspofddand k-tice (slozitéjsi zkratka)). Jsou-li aq,...,a, mnoziny, definujeme usporddanou
n-tici nasledovné:

e (a1) znamend a;
e Mdme-li definované (ay,...,ax), pak (a1,...,ax+1) je ((a1,...,ak), @k41)-

Lemma 2 (Uspoiddané k-tice funguji tak, jak bychom c¢ekali). (a1, az,...,ar) = (b1,b2,...,bx) ¢ (a1 =
bl/\agzbg/\.../\an:bn)

Drikaz. Bez dukazu, analogicky jako u dvojic. H
Axiom 5 (Axiom sumy). (Va)(3z)(Vz)(xz € z «> (y)(z € y Ay € a)) — ,z je tvofena prvky prvka a*
Pozndmka (O axiomu sumy). Jednozna¢nost plyne z extenzionality.

Definice 2 (n-prvkovd mnozina). Je-li {a1,...,ar} k-prvkovd mnozina, pak {a1,...,ar+1} definujeme jako
{ay,...,ap} U{agy1}

Axiom 6 (Axiom potence). (Va)(3z)(Va)(z € z +» x C a) — ,Existuje mnozina z, jejiz prvky jsou préve
v8echny podmnoziny mnoziny a.“

Pozndmka (O axiomu potence). Jednoznatnost mame z extenzionality, axiom je hlavné potieba pro kon-
strukei ,,velkych“ nekonecen. Korespondence: x C a — = € P(a), z € a — = C |Ja.

Axiom 7 (Schéma axiomu nahrazeni). Je-li 1(u,v) formule, kterd neobsahuje volné proménné w, z, pak
(v20) (%0) (Fa) (1w, 0) A h(atyw)) — 0 = w) — (Ya)(F2)(Va)(v € 2 > (Fu)(u € a A plu,v))) — Je-li ¢
casteéna funkce urcend formuli, pak obraz a tou funkci je mnozina z*“

Pozndmka (O substituci ve schématu axiomu nahrazeni). Jako ¢ (u,w) myslime 9 (u,v/w) - substituci.
Toto schéma implikuje schéma axiomu vydéleni - 1 (u,v) = o(u) Au = v.
Vyuziti schématu: transfinitni indukce, s¢itdni nekonecen, véta o typu dobrého uspoiddani, Zornovo
lemma.

Axiom 8 (Axiom fundovanosti). (Va)(a # 0 — (Fz)(x € aAana = 0)) — ,kazdd neprdzdnd mnozina ma
prvek, ktery je s ni disjunktni®

Tridy
Definice 3 (Tr¥ida, tfidovy term, vlastni tifida). Bud ¢(z) formule. Pak {z : ¢(x)} oznatuje ,soubor*
mnozin pro které plati p(z). Pokud ¢(z) je tvaru « € a A ¢(z), jednd se o mnozinu.

{z : p(x)} je tiidovy term a soubor mnozin, ktery oznacuje, nazveme tiidou uréenou formuli p(z).
Rekneme, ze tiida je vlastni, pokud se nejednd o mnozinu.

Definice 4 (Ttidové operace). ANBje {x:x € ANz € B}
AUBje{r:z € AVz € B}
A\Bje{z:z € ANz ¢ B}

V ={x: 2 =z} je tiida v8ech mnozin (univerzding trida).
Pro tiidu A je (absolutni) doplnék A V'\ A, znaceno —A.
Udje{z:(Fa)(a € ANz €a)}
NAje{z: (Va)(a€e A—x€a)}

Lemma 3 (V neni mnozina). V' nen{ mnozina.

Diikaz. Pokud by V byla mnozina, pak V € V', coz je spor s axiomem fundovanosti. H
Lemma 4 (O pruniku tfidy a mnoziny). Je-li A tfida a ¢ mnozina, pak a N A je mnozina.

Dikaz. anAje {x:x €aAnx e A}, coz je mnozina ze schématu axiomu vydéleni. B

Definice 5 (Kartézsky soucin tiid). Kartézsky soucin tiid A, B je tiida A x B, coz je {(a,b) : a € Ab € B}.
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Lemma 5 (Kartézsky sou¢in mnozin je mnozina). Jsou-li 2,y mnoziny, pak i X y je mnoZina.

Diikaz. Plati: . xy C P(P(xUy)). Prou € z,v € y : {u} € P(zUy), {u,v} € P(zUy), a tedy {{u}, {u,v}} C
Pz Uy), a tedy {{u},{u,v}} € P(P(zUy)). B

Definice 6 (Nasobny kartézsky soucin). Bud X tfida. Pak X! je X, X"t je X" x X.

Definice 7 (Relace). Rekneme, ze tifda Rje relace, je-li RC V x V.
Je-li R C V™ pro néjaké n > 2, fikdme, ze R je n-arni relace.

Poznamka (Dulezité relace, defini¢éni obor a obor hodnot). E = {(z,y) : « € y},Id = {(z,y) : * = y}.
Dom(X) = {u: (Fv)((u,v) € X)}, Rng(X) = {v: (Fu)((u,v) € X)}, déle obor X je Dom(X)URng(X).

Definice 8 (Obraz a zizeni tifdy). Rikdme, ze tiida X'Y = {z: (3y)(y € Y A (y,2) € X)} je obraz tifdy
Y d?,n'y tiidou X.
Rikéme, ze tiida X|Y = {(y,2) : y € Y A (y,2) € X} je zizen{ tiidy X na tiidu Y.

Lemma 6 (Dom, Rng, ziizen{ a obraz mnoziny jsou mnoziny). Je-li x mnozina, pak Dom(z), Rng(x), z|Y,2'Y
pro Y libovolnou t¥idu jsou také mnoziny.

Diikaz. Dom(z) C J(Uz), pak pro v € Dom(z) mame v tak, ze (u,v) € z. Pak {u} € (u,v), a tedy

{u} e Yz, a tedy v € Y x).

Rng(z) € U(Uz), pak pro v € Rng(r) méme néjaké v tak, ze (v,u) € z, tedy {u,v} € (v,u), tedy

{u,v} € Yz, tedy u € J(Jz).
Z axiomu sumy je |J(Jz) mnozina, a tedy muzeme vydélit schématem vydéleni oba obory. Dale 2'Y C
Rng(x),z|Y C x. ®

Definice 9 (Inverzni relace a slozeni relaci). 1. R™! = {(u,v) : (v,u) € R},
2. RoS ={(u,v): (Fw)((u,w) € RA (w,v) € S)}.

Lemma 7 (Inverz a asociativita skldddni relaci). Pro libovolné relace R, S, T plati:
1. (RoS)"t=S5"1oR!
2. Ro(SoT)=(Ros)oT

Diikaz. 1: (u,v) € (RoS)™!, tedy (v,u) € Ro S, a tedy existuje w tak, Ze (v,w) € R, (w,u) € S.

»C (u,w) € 871 (w,v) € R7L, tedy (u,v) € S~to R7L

»2% (u,v) € S71 o R71, tedy pro n&jaké w : (u,w) € S~ (w,v) € R7L, tedy (w,u) € S, (v,w) €
R, (v,u) € Ro S, a tedy (u,v) € (RoS)™L.

2: (u,v) € Ro(SoT), tedy existuje r : (u,r) € R, (r,v) € SoT, tedy existuje s tak, ze (r,s) € S, (s,v) € T,
a tedy (u,s) € Ro S, atedy (u,v) € (RoS)oT. B

Definice 10 (Funkce, prosta, na). Rikdme, ze relace je zobrazeni (funkce), jestlize pro libovolnd u, v, w plati
((u,v) € FA(u,w) € F) v =w.

Rikdme, ze F je zobrazenim tiidy X do tifdy Y, jestlize Dom(F) = X, Rng(X) C Y.

Rikdme, ze F je zobrazenim tiidy X na tifdu Y, jestlize Dom(F) = X, Rng(X) =Y.

Rikame, ze F je prosté, jestlize F~! je zobrazeni.

Lemma 8 (O prostych funkcich, inversech a restrikcich). Pro F: X — Y, G: Y — Z prosté zobrazeni, pak
1. GF jeprosté z X do Z a (GF)~! = F~1G~1
2. je-li navic Rng(F) =Y, pak F~'F = Id|X, FF' = Id|Y

Diikaz. 1. Plyne z ptredchoziho lemmatu, (GF)~! je funkce z predpokladu

2. F~! prosté Y na X, tedy F~1(F(z)) = z pro libovolné z € X, stejné tak F(F~*(y)) = y pro libovolné
yey.
H



Definice 11 (Ttida zobrazeni). Necht A je tfida, a je mnozina. Pak A = {f: f:a — A}.

Lemma 9 (Ttidovost/mnozinovost zobrazenf). 1. Pro z,y mnoziny: *y je také mnozina.
2. Je-li x # 0 aY je vlastni tifda, pak *Y je vlastn{ tiida.

Diikaz. 1. Kazdé zobrazeni f : x — y je podmnozinou x x y, a tedy *y € P(z X y).

2. x # 0, tedy pro kazdé y € Y definujeme k, : ky(u) = y pro véechny u € z. Kdyby *Y byla mnozina,
pak Y je také mnozina dle schématu axiomu nahrazeni, tedy *Y je vlastni tiida.
H

Definice 12 (Vlastnosti relace). Rekneme, e relace R na tifdé A je
1. reflexivni, jestlize pro libovolny prvek = € A: (x,z) € R,
2. antireflexivnd, jestlize pro zddné x € A neplati (x,x) € R,

symetrickd, jestlize pro libovolné x,y € A plati (z,y) € R — (y,z) € R,

=~ W

slabé antisymetrickd, jestlize pro libovolné z,y € A plati ((z,y) € RA (y,xz) € R) >z =y,
5. antisymetrickd, jestlize pro libovolnd z,y € A plati (z,y) € R — (y,x) € R,

6. trichotomickd, jestlize pro libovolné z,y € A plati (z,y) € RVx =yV (y,x € R),

7. tranzitivni, jestlize pro libovolnd z,y,z € A plati ((x,y) € RA(y,z) € R) — (x,2) € R.

Déle fekneme, ze vlastnost je dédi¢na, pokud se zachovava i na podmnozineé.
Vsechny tyto vlastnosti jsou elementdrni (vlastnosti prvnfho #ddu). Ne vSechny takové jsou dédicné, ale
jde ukazat, ze ty, jez lze zapsat otevienymi formulemi, jsou dédi¢né.

Definice 13 (Usporaddni, srovnatelnost, linearita uspoirdadani). Rekneme, 7e relace R je usporadani na t¥ide
A, je-li R reflexivni, slabé antisymetricka a tranzitivni na A.

Prvky z,y € A jsou srovnatelné vzhledem k R, pokud (z,y) € RV (y,z) € R.

Usporadani R na A je linedrni, je-li navic R na A trichotomicka.

Definice 14 (Prvky usporadani). Necht < je uspofadéni na A, X C A. Rikdme, ze a € A je
1. majoranta nebo horni mez t¥idy X, jestlize pro kazdy prvek x € X je z < a,
2. mazimdlni prvek tiidy X, jestlize a € X a pro zadné x € X neni a < ,

nejvétsi prvek ttidy X, jestlize a je majoranta X a a € X,

- W

minoranta nebo dolni mez t¥idy X, jestlize pro kazdy prvek x € X je z > a,

o

minimadlni prvek tiidy X, jestlize a € X a pro zadné x € X neni a > z,

6. nejmensi prvek tiidy X, jestlize a je minoranta X a a € X,

7. supremum tiidy X, jestlize a je nejmensi prvek t¥idy vSech majorant ttidy X,
8. infimum tiidy X, jestlize a je nejvétsi prvek tiidy vsech minorant tiidy X.

Definice 15 (Omezen{, usmérnéni, horni, dolni, idedl, filtr, (ipIny) svaz). Nechf mnoZina A je uspotaddna
relaci <, X C A. Rikdme, ze X je:

1. shora omezend, jestlize existuje majoranta a € A mnoziny X,
2. zdola omezend, jestlize existuje minoranta a € A mnoziny X,

3. horni mnozina v A, jestlize pro libovolné z,y c A:y<zxreR—>ye X
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4. dolni mnozina v A, jestlize pro libovolné z,y € A:y>x € R—ye X
5. doli usmérnénd, jestlize pro libovolné x,y € X existuje z € X takové, ze z <x Az <y
nahoru usmérnénd, jestlize pro libovolné z,y € X existuje z € X takové, ze z >z Az >y

ideal v A, jestlize X je nahoru usmeérnénd dolni mnozina

® N @

filtr v A, jestlize X je dolu usmérnénd horni mnozina.

Déle fekneme, ze A je svaz, jestlize A # () a Va,y € A existuje sup{z,y},inf<{z,y}.
Navic svaz A je uplny, jestlize existuji suprema a infima pro kazdou podmnozinu a C A.

Definice 16 (Hlavni idedl a filtr). Nechf R je usporddani na mnoziné A. Pro libovolné z € A je mnozina
{y:y € ANy <g z} dolni vzhledem k R a je nahoru usmérnénd, protoze ma nejveétsi prvek. Oznacime ji
(+, z] a tikdme, Ze se jednd o hlavn{ idedl uréeny prvkem x.

Déle tikdme, ze idedl X C A je hlavni, jestlize pro néjaké x € A plati X = (+, z].

Hlavnf filtr dany € A je [z,—) ={y:y € ANy >R x}.

Rekneme, ze filtr X C A je hlavni, jestlize pro néjaké = € A plati X = [z, —).

Lemma 10 (Uspoiddani a ideély). Nechf R je uspofdddni na mnoziné A. Pro libovolné x,y € A plati
z <y (2] C(«y]

Pozndamka (Dedekindovy fezy). Moznost, jak definovat redlnd ¢isla pomoci racionélnich:
X C Q je Dedekinduv fez, pokud je X dolni mnozina a navic, existuje-li sup X, pak sup X € X.
Napi: Q N (—o0, 1) neni Dedekindiv fez, ale Q N (—oo,1],Q N (—o0, v/2].

Definice 17 (Dobré usporddani). Rekneme, ze uspofadéni R na t¥idé A je dobré, jestlize kazd4 neprazdna
podmnozina a C A mé nejmensi prvek vzhledem k R.
Déle fikdme, ze A je dobfe uspordadané, je-li usporadana néjakou relaci dobrého uspotradéni.

Pozndmka (Ekvivalence). Relace R na tiidé A je ekvivalence, je-li symetrickd, reflexivni a tranzitivni.
Tiida ekvivalence je R'a = [a] .
Lemma: pro ekvivalenci R C A x A plati pravé 1 z [a]|gr = [b]r, [a]r N [b]r = 0 pro libovolnd a,b € A.
Rozklad A je P takova, ze | JP = A,0 € P Au,v € P jsou disjunktni. Pro ekvivalenci R mdme A/R =
{la]r : a € A} faktorizaci A podle R, F: A — A/R: a > [a]r je kanonickd projekce.
Véta: Bud R C A x A ekvivalence na mnoziné A, pak A/R je rozkladem mnoziny A.

Definice 18 (Subvalence). 1. Rekneme, ze mnoziny z,y maji stejnou mohutnost a piseme x = y, jestlize
existuje bijekce = a y.

2. Rikédme, Ze mnozina x ma mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoziny ¥, pokud existuje prosté
zobrazeni x do y, psdno = < y.

3. Je-li # < y a neexistuje-li bijekce x a y, fikame, ze  ma mohutnost mensi nez y a piSeme x < y
Lemma 11 (O mohutnosti). 1. z =z,

2.rmy s y~uw,

3. (zryNyrz) > =2,

4. z <z,

5. (tyAy=Rz)—ox=Xz.
Dikaz. 1. Okamzité z f = Id|z.

2. Pokud f je bijekce, pak i f~! je bijekce.

3. f:x—y,g9:y— z bijekce, pak i gf = x — z bijekce.



4. Okamzité z f = Id|z.

5 f:x —y,g:y — z prostd, pak i gf = x — z je prosté.

Véta 1 (Cantorova—Bernsteinova). (z < yAy <z) >z ~=y

Diikaz. Bud f prosté zobrazeni x do y a g prosté zobrazeni y do x. Pak mdme takto dvé zobrazeni P(x)
do P(y) a naopak, kterd jsou monoténni vzhledem k inkluzi. Zadefinujeme H : P(x) — P(z) takové, ze
H(u)=z\ (9(y\ f(u))) pro viechna u € P(x)-

H je také monoténni vzhledem k inkluzi: méjme v C v C z. Pak H(u) = x \ g(y \ f(u)),H(v) =
e\ gy \ f(v).- y\ flu) 29\ f(v), atedy z\g(y\ f(u) Sz \gy\ f(v))

Z lemmatu o pevném bodé toto zobrazeni ma pevny bod, tedy existuje x C = : H(c) = ¢. Pak ¢ = H(c) =
2\ g(y\ f(e), tedy z\ ¢ = g(y\ f(c)). Nebot g je prosté y do z a =\ z je obrazem y \ f(c). Tedy g~ |z \ c je
prosté zobrazen{ z \ ¢ na y \ f(c). Pak definujeme h(a) = f(a) pro a € c a g~'(a) pro a € x \ ¢, coZ je nase
hledand bijekce. H

Lemma 12 (O pevném bodeg). Je-li H zobrazeni{ P(x) do P(z), které je monoténni vzhledem k inkluzi, pak
existuje mnozina x C x takovd, ze H(c) = c.

Diikaz. Uvazme C' = {u C z : uw C H(u)}, polozme ¢ = |JC. Jisté ¢ C ¢ a pro kazdé u € C plati u C c. Z
monotonie H méme u C H(u) C H(c) pro kazdé u € C. Tedy x = JC C H(c). Opét z monotonie H méme
H(c) CH(H(c)), tedy H(c) € C, a z definice H(c) C ¢. Tedy H(c) = ¢ a ¢ je hledanym pevnym bodem. H

Lemma 13 (O mohutnosti kartézského soucinu a potence). 1. zxy~yxz,zx (yxz)= (T Xy) Xz
2. (zraiNymy) = (@ xy) = (21 X y)
3. x=y— Px)=Py)
4. P(x) =* 2, kde 2 = {0,{0}}

Diikaz. 1: f((x’y)) = (y’m)vf((‘r’ (y’z))) = ((m,y),z)
2 frx a9y =y h((zy) = (f(2),9())
3: plyne z predchozich lemmat
4:y € P(z) :iy(2) =1 pro z € y a 0 jinak. i

Definice 19 (Tarského definice kone¢nosti). Mnozina z je koneénd, psdno Fin(z), pokud kazdd neprédzdnd
podmnozina y C P(z) ma maximdlni{ prvek vzhledem k inkluzi.

Definice 20 (Dedekindova definice kone¢nosti). Mnozina x je dedekindovsky konec¢nd, pokud mé veétsi
mohutnost nez kazda jeji vlastni podmnozina.

Lemma 14 (Konec¢nost implikuje dedekindovskou kone¢nost). Je-li a koneénd mnozina, pak a mé veétsi
mohutnost nez libovolna vlastni podmnozina b C a.

Ditkaz. Zjevné b < a. Sporem, necht b C a A a =~ b. Pak necht y C P(a) je mnoZina, sestdvajici se ze viech
takovych b. Vime y # ), z kone¢nosti ma minimdlni prvek vzhledem k inkluzi.

Af ¢ € y je minim&ln{ prvek y. Z definice y mdme ¢ C aAc = a. Je-li f prosté zobrazeni a na c a d = f|c],
potom a, ¢, d maji stejnou mohutnost a navic d C ¢, protoze f je prsoté a d neobsahuje obrazy z a \ ¢ # 0.
To je spor s predpokladem, Ze ¢ je minimalni v inkluzi. H

Definice 21 (Pocitkové vnoreni). Nechf A je mnozina uspoiddand relaci R a B je mnoZina uspotfadand
relaci S.

Rekneme, ze zobrazeni F je pocatkové vnoieni A do B, jestliize A1 = Dom(F) je dolni podmnozina
mnoziny A a B; je dolni podmnozina b V' a F' je izomorfismus Ay, B; vzhledem k R, S.

Lemma 15 (O poéatkovych vnofenich). Necht F,G jsou poédtkova vnofeni dobfe uspofddané mnoziny A
do dobie uspotfadané mnoziny B. Pak F C GV G C F.

6



Drikaz. Necht R je dobré uspoiddani A a S je dobré uspofddani B. Z linearity Rplyne, Ze libovolné dvé dolni
podmnoziny A jsou srovnatelné vzhledem k inlkuzi, a tedy Dom(F) C Dom(G) nebo Dom(G) C Dom/(F).
Bez ijmy na obecnosti, necht plati prvnf inlkuze. Sporem uk4zeme, Ze pro kazdé x € Dom(F) : F(x) = G(x).

Necht z je vzhledem k R nejmensi prvek takovy, ze F(z) # G(zx). Tedy pro kazdé y : y <gr x plati
F(y) = G(y) Z linearity S plyne, Ze F(x), G(z) jsou srovnatelné. Necht napifklad F(z) <g G(x), oznaéme
b = F(z). Protoze G respektuje uspotddani, Vz € Dom(G) : z > x, a tedy G(z) >g b. Tedy b & Rng(G) a
Rng(G) neni dolni mnozibna v B, coz je nas hledany spor. H

Véta 2 (O izomorfismech dobrych uspofdddni). Necht mnoziny A, B jsou dobfe uspoifadany relaci R, S.
Pak existuje pravé jedno zobrazeni F'takové, ze F' je izomorfismus A a néjaké dolni mnoziny b V nebo F je
izomorfismus B a néjaké dolni mnoziny v A.

Diikaz. Necht P je mnoZina viech podtkovych vnoieni A do B a bud F = |J P. Jisté F je zobrazenf: je-li
(z,y1) € F, (x,y2) € F, pak existuji pocatkova vnofeni F, F5 tak, ze (z,y1) € F1, (x,y2) € Fy. Z piedchoziho
lemmatu mame Fy C Fb V Fy C Fy, tedy y1 = yo.

Déle F je také pocdtkové vnofeni: z; <g x2 € Dom(F'), pak eixstuje F’ € P tak, ze x1,29 € Dom(F"),
a protoze F' je pocatkové vnoteni, méme F(x1) = F'(x1) <g F'(x2) = F(x3). Navic Dom(F) je sjednocen{
dalnich mnozin Dom(F"), F’ € P a je dle pfedchoziho lemmatu dolni{ mnozinou v A. Podobé Rng(F) je
dolni v B.

Ukézeme, ze Dom(F) = A nebo Rng(F) = B. Prvni pifad: F je hledany izomorfismus A a négjaké doln{
podmnoziny mnoziny B, jinak to je F'~!. Pokud A\ Dom(F) i B\ Rng(F) byly neprdzdné, pak vezememe
jejich nejmens{ prvky a,b. Rozsfifme-li F na F’ tak, ze F'(a) = b, je F’' také pocdtkové vnofeni, a tedy
F’" € P, coz je spor s definici P. B

Véta 3 (O uspoiadanich). 1. Je-li a konetnd usporadand mnozina, pak kazdd neprazdnd podmnozina
b C a m& alespon jeden maximalni prvek a alespon jeden minimalni prvek.

2. Kazdé linearni usporddani na koneéné mnoziné je dobré a libovolna dvé linedrni usporadéni na téze
kone¢né mnoziné jsou izomorfni.

Diikaz. 1. Bud’ a uspofddéna relaci <, b C a, b # 0. UkdZeme existenci meximalntho prvku b. Vx € a :
splu s relaci < uréuje (<, 2] = {y : y € a Ay < z}. Necht u je mnozina, jejiz prvky jsou vsechny dolni
mnoziny (+—,z] pro z € b. Pak u # (,u C P(a). Jelikoz a je konecnd, existuje prvek m € b tak, ze
(+,b] je maximdln{ prvek u vzhledem k inkluzi. Z pfedchoziho lemmatu je m maximalnai prkvek b
vzhledem k <.

Analogicky pro horni mnoziny a minimalni prvek.

2. V linedrné usporddané mnoziné je minimalni prvek nejmensi. Jsou-li 7, s dvé linedarni uspofadani na
konecné a, jsou dobré. Z predchozi véty mame (a,r) izomorfni s b C a : (b, s) nebo opaéné. V obou
pripadech maji a, b stejnou mohutnost, tedy a = b z predchoziho lemmatu o dedekindovské koneénosti.

H

Lemma 16 (O konec¢nosti). 1. (Fin(z) Ay C z) — Fin(y)
3. (Fin(z) Ny = x) = Fin(y)
Dikaz. 1. x koneénd, y C x = P(y) C P(z) a mame vie z definice.
2. je-li f: 2 — y bijekce, podle predch. tvrzeni jsou P(x) a P(y) izomorfni k C, tedy y je také konecén4.

3. Plyne z pfedchozich dvou.
H

Lemma 17 (O koneé¢nosti sjednoceni a ptidani prvku). 1. (Fin(z) A Fin(y)) — Fin(z Uy)

2. Fin(z) — VFin(z U {y})



Diikaz. 1. Necht w # (,w C P(x x y). Nalezneme maximalni prvek v € w. Polozime w; = {w : (3t €
w)(u = tNz)}, coz je neprazdnd podmnozina P(x). Necht v; je maximalni prvek w; vzhledem k <.
Déle polozme wy = {u: (It € w)(tNax =vy AtNy =u)}, pak wy je neprazdnd podmnozina P(y). Pro
v9 € wo maximalni k C je v = v; Uve hledany maximalni prvek mnoziny w.

2. Plyne z 1, nebot Fin({y}) plati pro libovolné y.

Definice 22 (Ttida v8ech koneénych mnozin). Fin = {z : Fin(z)}
Véta 4 (Princip indukce pro koneéné mnoziny). Je-li X tfida spliujici:
LoeX
2. ze€X = Vy)(zU{y} € X),
pak Fin C X.

Diikaz. Sporem: necht X splituje 1,2 a Fin € X, tedy Fin\ X # 0 a m&me v € Fin \ X. Definujeme
s={v:vCcAve X} Podle1: 0 € w, tedy w # 0, w C P(X). Necht vy je maximaln{ prvek w vzhledem k
inkluzi. Pak vy C z, ale vg # z, protoze vg C X . Pak existuje y € x \ vo. Polozime v; = vy U{y}, pak v; € w,
vp neni maximalni vzhledem k inkluzi, coz je spor.

H
Lemma 18 (Je-li 2 koneénd, pak i potence je koneénd). Fin(x) — Fin(P(x))

Diikaz. Indukce na tiidu X = {z : Fin(P(z))}. Zjevne P(0) = {0}, coz spliuje 1. Déle pro 2: m§jme z € X,y
libovolnd. chceme x U {y} € X. Pokud y € x, je to trividlni. Mé&jme y & x. Pak P(z U {y}) = P(z) U z, kde
z =P(xU{y}) \ P(x). Tedy z se sestava z podmnozin v C = U {y} takovych, ze y € v. Snadno P(z) ~ z
funkef f(u) = {y} Uu je bijekce. Pak Fin(z), a tedy Fin(P(xU{y})). &®

Dusledek 1 (Kone¢nost kartézského soucinu). (Fin(z) A Fin(y)) — Fin(z x y)

Diikaz. Polozme z = x Uy, ta je konecénd. Déle z x z C P(P(z)), ta je koneénd a kone¢nost se zachovivé pii
podmnoziné. |

Lemma 19 (Koneéné sjednoceni kone¢nych mnozin je koneéné). Je-li a konetnd mnozina a kazdy jeji prvek
je také kone¢nd mnozina, pak | Ja je koneénd mnozina.

Diikaz. Pouzijeme princip indukce pro X = {z : z C Fin — Fin((Jz)}. Zjevné ) € X. Proz € X, y
libovolnou: chceme z U {y} € X Je-li z|J{y} C Fin, pak x C Fin a y je konend. Prooze z € X, je Jz
konecna. Déle J(x U {y}) = (Uz) Uy, coz je konetnd mnozina z predchozich lemmat. B

Lemma 20 (Konetné mnoziny jsou vzdy porovnatelné). Fin(z) — (Vy)(x Ry Vy = ).

Diikaz. Indukef pro koneéné mnoziny pro X = {z : (Vy)(z <y Vy < x)}. Zjevné ) € X. Déle necht = € X,
u libovolnd mnozina, z := x U {u}. Chceme ¢ € X. Mé&jme u ¢ x, jinak to je trividlni. Mjéme y libovolnou.
7 predpokladu méme x <y Vy = z. Pokud y < z, pak i y = 2z tymz zobrazenim.

Zbyvé x < y. Je-li g prosté: g : x — y, existuje v € y \ Rng(g), protoze = % y. Tedy h = g U {(u,v)}
mame prosté zobrazeni z do y, a tedy z Xy, tedy z € X a Fin C X z principu indukce. H

Definice 23 (Pfirozend ¢isla). 0 =0,n+1=nU{n}

Definice 24 (Induktivni mnozina). Rekneme, Ze w je induktivni mnozina, jestlize plati § € w A (Vv €
w)(vU {v} € w)

Axiom 9 (Axiom nekonecna). (3z)(0 € z A (Vz)(z € z = x U {z} € 2))

Definice 25 (Mnozina pfirozenych ¢isel). Mnozinu vSech prirozenych &isel zna¢ime w a definujeme ji w =
({w : w je induktivni}.



Lemma 21 (Mnozina piirozenych ¢isel je nejmensi induktivni). w je nejmensi induktivni mnozina.
Drikaz. Zjevné induktivni. Kdyby byla néjaka ostfe mensi mnozina m, pak z definice w C m, coz je spor. H

Pozndmka (Funkce ndslednika). Na w definujeme zobrazeni s : s(n) = n U {n}, nazyvdme jej funkce
naslednika.

Véta 5 (Princip indukce pro pfirozend ¢isla). Je-li X mmnozina pfirozenych ¢isel, pro niz plati
1.heX
2.zeX > s(x)e X,

potom X = w.

Diikaz. Spliiuje-li ngjakd mnozina X obé podminky, je pak X induktivni a w C X plyne z pfedchoziho
lemmatu. H

Lemma 22 (O inkluzi a podmnozinovosti na prirozenych ¢islech). Pro libovolnd dvé pfirozend éisla m,n
plati:

1. n € w — n C w (prvky pfirozenych ¢isel jsou opét prirozend ¢isla)
2. men—m Cn (€ je na w tranzitivni)
3. n & n. (€ je na w antireflexivni)

Diikaz. 1. Pro 0 zjevné, mdme n C w. Pakin U {n} C w.

2. Indukef podle n, necht C ={n:n € wA (¥Ym)(m € n —m Cn)}. Jisté 0 € X. Mé&jme n € X, ukdzeme
s(n) € X. méjme m libovolny prvek z s(n), tedy m € nV m = n. V obou piipadech m C n, déle
n C s(n) — s(n) € X.

3. 0 & 0, méjme dalné n pfirozené &islo, n & n. Kdyby s(n) € s(n), pak s(n) € nV s(n) = n. V obou
piipadech mame s(n) =nU{n} C n, z ¢choz mdme n € n.
H

Véta 6 (Konecénost a prirozend ¢isla). 1. Kazdé ptirozené ¢islo je konetnd mnozina
2. Mnozina z je kone¢nd, pravé kdyz ma stejnou mohutnost jako néjaké prirozené ¢islo
3. Mnozina w a kazd4 induktivni mnozina je nekonecna
Dikaz. 1. indukef: Fin(0) jisté, mé&jme Fin(n), pak mdme Fin(s(n)) = Fin(n U {n}), coz jisté plati.

2. x & npron € w- Fin(z), nebot Fin(n) z 1 a diky z & b mdme Fin(z). Druhou implikaci ukédzeme
indukei pro X = {2 : (3n € w: z = n)} Jistée § € X. M&me x € X, y libovolnou, y € z (jinak
trividlni). Pak z U {y} ~ nU {n}.

3. Z predchoziho lemmatu mame w C P(w), ale zddny n € w neni maximélni, jelikoz n C s(n). Déle w je
podmnozinou kazdé induktivni podmnoziny, a tedy musi byt nekonec¢na.
H

Lemma 23 (O relaci € na w). Pro libovolnd piirozend ¢isla m, n plati
lL.men<mcCn
2.menVm=nvVm>3n

Drikaz. 1. ,—*: plyne z pfedchoziho lemmatu a m & m.
w4t indukef podle n. M&me 1 pro néjaké n a kazdé m (zjevné pro n = 0) Necht m C s(n), pak
m C n. Kdyby n € m, pak z piedchoziho lemmatu n C m, tedy i s(n) C m, coz je spor s m C s(n).
Tedy n € mAm C n. Je-li m C n, pak m € n mame z IP, a tedy i m € s(n). Je-li m = n, pak m € s(n)
z definice.



2. Pro kazdé prirozené &islo n necht A(n) oznauje mnozinu vsech pfirozenych &isel m, pro néz plati
m € nVm=mnVm 3 n. UkdZeme, ze kazdé A(n) je induktivni. Pro A(O) : 0 € A(O) : 0 = 0, pro
m € A(0) nutné 0 € m vV 0 = m. V obou piipadech 0 € s(n), tedy A(0) je induktivni.

Déle zjevné 0 € A(n) pro kazdé n € w. M&me n € w,m € A(n). Ukdzeme, ze s(m) € A(n). Z IP
menVm=nVm>3n. Prom € n nutné s(m) C n,m tedy s(m) enVvsim)=n.Prom=nVvm>n

pak s(m) > n, tim jsme ukazali induktivnost.
H

Véta 7 (w je dobfe usporddand). MnozZina vSech prirozenych ¢isel je dobfe usporddand relaci €.

Diukaz. Uz vime, ze € je antireflexivni a tranzitivni na w: prol,m,n € w:l € m,m € n mdme [ C m C n, a
tedy [ C n, nacez [ € n. Déle € je na w trichotomicka, tedy € je linedrni usporadani na w.

Uké4zeme, Ze je i dobré: at # () je mnozZina pfirozenych é&isel a zvolme libovolné n € a. Pokud n neni
nejmens{ prvek a, pak b = a N n je konetnd podmnozina mnoziny a. Navic je neprazdnd z toho, ze n neni
nejmensi. Tedy existuje nejmensi prvek mnoziny b, ktery je také nejmensi prvek mnoziny a. H

Véta 8 (Charakterizace dobrych usporddani izomorfnich pfirozenym ¢islum s relaci nalezeni). Je-li A ne-
koneénd mnozina linedrné uspoiadand relaci < tak, ze pro kazdé a € A je dolni mnozina (+, a] konecn4,
potom je < dobré usporadani mnoziny A a mnozina A je izomorfni s w vzhledem k < a €.

Diikaz. Prvné < je dobré: bud a C A : a # (). Zvolme n € a. Pokud n nenf nejmens{ prvek a, pak b = aN (<, n]
je neprazdna podmnozina a. Z predpokladu je koneénd, a tedy existuje nejmensi prvek m mnoziny b, ktery
je také nejmensi prvek mnoziny a. Nyni A,w jsou obé nekoneéné a dobie usporddané relacemi <, resp €.
7 véty o dobrych uspofddénich je bud A izomorfni s néjakou dolni mnozinou B C w, nebo w je izomorfni
s néjakou dolni podmnozinou C' C A. Prvni pifad: B neni shora omezend Zddnym n nebot pak by A byla
koneénd. Tedy Vn € w plati, Ze néjaky prvek B je véts nez n, a navic n € B, nebof B je dolni mnoZina,
tedy B = w.

Druhy piipad: analogicky ukadzeme C' = A. H

Definice 26 (Spocetnd, nejvys spocetnd, nespocetnd mnozina). Mnozina x je spocetnd, pokud mé stejnou
mohutnost jako w.
Mnozina z je nejvyse spocetnd, je-li kone¢na nebo spocetna. V opacném pripadé je nespocetnd.

Véta 9 (O podmnozindch w). 1. Kazd4 shora omezend podmnozina A C w je konend a kazdd shora
neomezena podmnozina w je spocetna.

2. Kazda podmnozina spoc¢etné podmnoziny je nejvyse spocetnd.

Diikaz. 1. Je-li A shora omezend n. pak A C s(n) a A je koneénd. Necht A je neomezena. Pak nemiize
byt koneénd, nebot by pak méla nejvétsi prvek, tedy je nekoneénd dobie uspofddand a pod kazdym
a € A je jen konetné mnoho prvku. Z predchozi véty je tedy A spocetné.

2. Bud A spocetnid mnozina a f prosté zobrazeni A na w. Z 1 je B C A spoéetnd nebo koneéna podle
toho, zda f[B] je shora omezend nebo neomezend podmnozina mnoziny w.
H

Definice 27 (Lexikografické a maximo-lexikografické usporddani). Nawxw : (a,b) <p, (¢,d) > (a € ¢V(a =
¢ Ab € d)) nazveme lexikografickym uspofrddanim.

Déle uspofadéni (a,b) < (¢,d) < (max(a,b) € max(c,d) V (max(a,b) = max(c,d) A ((a,b) <r (c,d)))
nazveme maximo-lexikografickym uspotradanim.

Véta 10 (Spocetnost se prenasi na sjednoceni a kartézsky soucin). Jsou-li A, B spotetné mnoziny, pak AUB
i A x B jsou spocetné mnoziny.

Diikaz. Necht f je prosté zobrazeni A na w, g je prosté zobrazeni{ B na w. Pooozime-li h(x) = (f(z),0) pro
x € A, (g(x),1) pro x € B\ {a}, mdme prosté zobrazeni h: AU B — w X 2, w X 2 je spocetnd, tedy AU B
je spocetna.

Déle pro a € A,b € B : k((a,b)) = (f(a),g(b)) je prosté zobrazeni do w x w, kterd je také spocetnd. H
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Disledek 2 (Konetné sjednoceni/kartézsky soucin spocetnych mnozin je spocetny). Je-li I neprézdnd
konecnd mnozina a je-li A; pro kazdé i € I spocetnd, pak |J;c; As, X, Ai jsou spocetné mnoziny.

Véta 11 (Spocetnost Z,Q.). Z i Q jsou spocetné.

Diikaz. 7~ se zobrazi na N absolutni hodnotou, tedy w UZ~ = Z je spocetna.
Pak f[Q] CZ x N pro f(p/q) = (p,q), tedy i Q je spocetna. 2]

Véta 12 (Cantorova). = < P(x)

Diikaz. Jisté f:x — P(z) : x — {z} je prosté, tedy z < P(x).

Ukézeme, Ze neplati  ~ P(x). Necht f : z — P(z) je pro spor bijekce. Pak definujeme y C x:y = {t:
tex At g f(t)}. UkdZzeme, 7e y nemé vzor. Kdyby f(v) =y pro né&jaké v € z, pak bud v € y, nebo v € v,
ovSem oba pfipady koné¢i sporem.

Tedy f nezobrazuje x na P(x) a véta je dokdzéna. B

Dusledek 3 (Nespocetnost P(w)). P(w) je nespocetnd.

Véta 13 (O nespocetnych mnozindch). Necht R je mnozina vSech redlnych ¢isel a I = [0,1]. Pak P(w) =
I=R.

Dukaz. Vime, ze P(w) je ekvivalentni s “2 vSech nekone¢nych posloupnosti nul a jednicek. Pfitom kazdé
i € I 1ze zapsat ve dvojkové soustavé jako 0.apa ..., kde a; C {0,1}. Tfm mame prosté zobrazeni I —2 w.
Pro s =Y " | 2a, 57 je piifazeni “2 na 1.

ProR: T CR,tedy I X R.R <X Tz f(x) = arctg(x) + 7/2 a z Canotorovy—Bernsteinovy véty méme
rovnost mohutnosti. 3]

Pozndmka (Hypotéza kontinua). Neexistuje mnozina z : w < z < P(w).
CH je nezavisla na ZFC.

Axiom 10 (Princip vybéru). Pro kazdy rozklad r mnoziny X existuje vybérovd mnozina v C X spliiujict:
(Vu € r)(Fz)(VUu = {z}).

Definice 28 (Selektor na mnoziné). Funnkce f definovand na mnoziné X, pro niz plati (y € X Ay #0) —
f(y) € y se nazyva selektor na mnoziné X.

Axiom 11 (Axiom vybéru). Na kazdé mnoziné existuje selektor.

Definice 29 (Indexovany soubor mnozin, jeho sjednoceni, prunik a kartézsky soucin). 1. Indexovany sou-
bor (F; :j € J) je F: J — nékam.

2. Rikdme, 7e (Fj : j € J) je soubor mnozin, J je indexova tiida a prvky jsou indexy.

3. Sjednoceni souboru (Fj : j € J) definujeme | J. . F; = {z: (3j € J)(x € F})}

J€J
4. Primik souboru (Fj : j € J) definujeme (., Fj = {z : (Vj € J)(z € F})}
5. Kartézsky soucin souboru (Fj : j € J) definujeme Xies Fi = {f:f:TJ=>UF;ANVied)(f(j) € Fj)}.

Lemma 24 (Mnozinovost kartézského soucinu souboru). Je-li J mnozina, pak Xj ¢ Fj Jje také mnozine.
Jestlize pro kazdé j € J plati F; =Y, pak Xies Fi =Y.

Diikaz. J je mnozina, tedy UjeJ je také mnozina a Xje.] F; C/ F. 23]
Lemma 25 (Ekvivalence AC, PC a dalsich). Nasledujici jsou ekvivalentni:

1. axiom vybéru

2. princip vybéru

3. pro kazdou mnozinovou relaci s existuje funkce f takocvd, ze f C ADom(f) = Dom(s),
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4. kartézsky soucin neprazdného souboru neprazdnych mnozin je neprazdny

Diikaz. 1 — 2: Bud r rozklad néjaké mnoziny a f selektor na r. Pak v = Rng(f) je vybérovd mnoZina pro
7.

2 = 3:5# 0: tedy r = {{(i,z) : (i,z € )} : i € Dom(s)}, pak r je rozklad mnoziny s a vybérovd
mnozina je hledand funkce.

3 — 4: Neprdzdny soubor neprazdnych mnozin (a; : i € x) urcuje relaci s = {(i,y) :i EcAy € a;}. Z 3
existuje funkce f C s spliujici Dom(f) = Dom(s) = z, atedy f € X{a;,i € x).

4 — 1: Je-li & néjakd mnozina, musime ukazat existenci selektoru f na z. BUNO z # 0, & . Pak Id|x
urc¢uje neprdzdny soubor nepréazdnych mnozin (y : y € x). Dle 4 je X(y : y € ¢) neprazdny a kazdy prvek je
selektorem na x. H

Lemma 26 (Spocetné sjednoceni nejvyse spocetnych mnozin je nejvyse spocetné (AC)). Spocetné sjednoceni
spoCetnych mnozin je nejvyse spocetnd mnozina (za predpokladu AC).

Diikaz. Necht (B; : j € I) je uvazovany soubor, bez ijmy na obecnosti necht I = w. Vime, ze w X w je
spocetnd, staci ukdzat |J(B; : j € I) = w X w. Necht je pro kazdé j E; mnozina vSech prostych zobrazeni
B; do w. Soubor (Ej; : j € w) sestavd z neprazdnych mnozin, nebot B; jsou nejvyse spocetné. Z predchoziho
lemmatu existuje vybérova posloupnost (f; : j € w), kde f; = E;. Definujeme h : S — w x w piedpisem
h(z) = (4, fj(x)) kde j je nejmensi index z w takovy, ze « € B;. Zjevné h je prosté. H

Definice 30 (f{etézec). Nechf A je mnoZina uspofddand relaci <. PodmnoZinu B C A nazveme fetézcem,
pokud je linedrné uspotradand relaci <.

Axiom 12 (Princip maximality (PM), Zornovo lemma). Nechf A je mnozina uspofdadand relaci < tak, ze
kazdy Fetézec je shora omezeny. Pak ke kazdému a € A existuje maximalni prvek b € A takovy, ze a < b.

Axiom 13 (Princip trichotomie (PT)). Pro libovolné mnoziny A, B je bud A < B nebo B < A.
Lemma 27 (PM implikuje PT). PM implikuje PT

Diikaz. Mnozina D = {f : f je prosté, Dom(f) C A, Rng(f) C B} uspofddand inkluzi spliuje fedpoklady
PM. Necht f ne néjaky maximdlnf prvek v D. Kdyby A\ Dom(g), B\ Rng(g) byly neprazdné, mohli bycho
g rozsifit, coz by byl spor s minimalitou. Tedy Dom(g) = A, nebo Rng(g) = B. V prvnim piipadé A < B z
g, jinak B< Az g " H

Axiom 14 (Princip maximality pies suprema (PMS)). Necht (A, <) je uspofddand mnozina takova, 7ze pro
kazdy fetézec existuje supremum. Pak ke kazdému a € A existuje maximalni prvek b mnoziny A takovy, ze
a<b.

Axiom 15 (Princip dobrého uspofddani (WO)). Pro kazdou mnozinu A existuje relace R, ktera je dobrym
usporadanim na A.

Véta 14 (WO implikuje AC). WO implikuje AC.

Diikaz. Necht A # 0,0 € A. Zadefinujeme X := JA. Z WO mdme < dobré usporadani na X. Umime tdy
pro kazdou a € A najit minimdlni prvek, ktery je jednoznaény. Tedy f = {(a,z):a € A,z can{z} ={y €
a:y < ax}}, coz je selektor na a. B

Definice 31 (Tranzitivn{ tiida/mnozina). Rekneme, ze X je tranzitivni, jestlize plati z € X — 2 C X.
Pozorovani (O tranzitivité). X je tranzitivni, prdvé kdyz pro libovolnd z,y plati y e v € X — y € X.
Lemma 28 (O tranzitivité). 1. Pro X,Y tranzitivni t¥idy jsoui X NY, X UY tranzitivni.

2. Je-li kazdy prvek tiidy X tranzitivni mnozina, pak () X,|J X jsou tranzitivni.

3. Je-li X tranzitivni tfida, pak € je na X tranzitivni, pravé kdyz kazdé z € X je tranzitivni mnozina.

Duikaz. 1. Plyne z definice.
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2. N X je tranzitivni, tedy méjme y,z :y € z € (X, tedy Vo € X : z €z ANy € x — y € ()X a mdme
tranzitivitu, | J X analogicky.

3. x,y, z libovolné mnoziny takové, ze z € y € x € X, pak z tranzitivity X mame y,z € X. Je-liVx € X
trazitivni, pak z € z, a tedy € je tranzitivni na X. Je-li € tranzitivni na X, pak je kazdy prvek mnoziny
X tranzitivni.

H

Definice 32 (Ordindlni ¢isla). Rekneme, ze mnozina x je ordindlni ¢islo, jestlize je tranzitivni a € je dobré
(ostré) usporadani mnoziny x. TTidu vSech ordindlnich ¢isel znacime On.

Lemma 29 (On je tranzitivn{ tiida). On je tranzitivn{ ti{da.

Diikaz. Ukézeme, ze kazdy prvek y ordindlu z je ordindl. Relace ndlezeni je tranzitivni na ordindlu, z tfeti
casti predchoziho lemmatu mame y € x také tranzitivni. Z tranzitivity « plyne y C z, a tedy y je dobie
usporadand €. 23]

Lemma 30 (O ordinélech). Pro ordindly x,y plati:
l.xdx
2. x Ny je ordinal
J.xeysxCy.
Dukaz. 1. sporem: x € z, pak € neni antireflexivni, tedy € neni ostré usporadani na x.
2. Ny je tranzitivni z praniku tranzitivnich mnozin, dobrost € méame z x Ny C z.

3. z €y — x Cy, vime x # y. Naopak, pro z Cy:y\ z # 0. Bud 2 nejmensi prvek y \ = vzhledem k €.
Ukédzeme x = z:  C z: u € z, tedy i u € y a z linearity € mame u € zVu = 2V z € u. Vzhledem k
volbé z muze nastat jen u € z, pokud u =z, pak u € z,z € u — z € x.

Naopak pro u € z, kdyby u € 2, méme spor s minimalitou z v mnoziné y \ z, tedy také z C x.

Véta 15 (€ je dobré ostrd na On). Relace nédlezen{ je dobré ostré usporaddni On.

Diikaz. Médme antireflexivitu € na On, tranzitivitu On a kazdy prvek On je ordindl, tedy tranzitivni mnozina.
Z piedchoziho lemmatu méame € tranzitivni na On, tedy € je ostré usporadani na On. Relace € je trichoto-
mickd na On : z,y € On, tedy Ny € On. Vime x Ny C z,z Ny C y. Mame tii moznosti: =, =, pak z =y,
C,=, pak y € ¢, nebo =, C, pak z € y.

Tedy kazd4 neprédzdnd mnozina ordinélnich ¢isel mé nejmensi prvek: a # (), a C On, pak a € a. Pokud «
neni minimdlni prvek, pak b := aNa,b # 0,0 C a. B := mine b. Ukdzeme 8 = ming a. Pokud Iy € a: v €
B—v€a,atedy v €aNa=0>b, tedy 5 # mine b, coz vede ke sporu. H

Disledek 4 (On neni mnozina). On neni mnozina
Diikaz. Kdyby On byla mnozina, pak je ordindl, a tedy On € On, coz je spor. 3]
Dausledek 5 (O tranzitivité a €). Je-li X tranzitivni vlastn{ tfida usporddand relaci €, pak X = On.

Diikaz. Zjevné Vx € X : x € On, tedy X C On. Pokud X C On, pak dz:z € OnANx & X, tedy X C X, coz
je spor s vlastni t¥idovosti, tedy X = On. H

Lemma 31 (O mnozindch ordindla). 1. Mnozina z C On je ordindlem, pravé kdyz x je tranzitivni
mnozina.

2. Je-li A neprdzdnd tiida ordindlnich ¢isel, potom () A je nejmensi prvek A vzhledem k e=<.

3. Je-li a mnozina ordindlnich ¢isel, potom (Ja je také ordindlni ¢islo a je to supremum mnoziny a
vzhledem k <.
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Drikaz. 1. Kazda mnozina ordinala je dobfe usporddana, je tedy ordindlem, praveé kdyz je tranzitivni.

2. Je-li X neprézdna podtida On, ma nejmensi prvek a € A. Tedy z tranzitivnosti ordinalu pro g € A
mame « € 8, nacez a = [ A.

3. Necht a C On. Z pfedchozi véty je (a tranzitivni mnoZina a z 1 je ordinal. Je-li « € a, potom
a CJa =0, tedy a < 8 podle predchoziho lemmatu. Je-li v < 3, tj., je-li v = J a, pak existuje a € a
takové, ze v € a, tedy v < a. Tim jsme ukézali, ze | a je nejmens{ majoranta mnoziny a.

H

Disledek 6 (w je supremem w v On). Ordindl w je supremem mnoziny vSech pfirozenych ¢isel ve tiidée On.
Tedy w je nejmensi nekoneéné ordinalni ¢islo a koneéné ordinaly jsou pravé piirozend ¢isla.

Lemma 32 (O nejmensim vétsim ordindlu). Je-li @ ordindl, pak oo U {ar} je nejmensi ordindl vétsi nez a.
(Rikdme, ze a|J{a} je ndslednikem mnoziny « a pfedchudce je naopak.)

Diikaz. Pro kazdy ordinél a je oo J{a} tranzitivni mnozina ordindlu, a tedy je ordindl z pFedchoziho lemmatu.
Je-li B < alJ{a}, pak B € alJ{a}, atedy B €aV P =a. 28]

Definice 33 (Izolované a limitni ordindly). 1. Rekneme, ze ordinél « je izolovany, jestlize ov = 0 nebo «
mé& predchudce.

2. Rekneme, ze ordinal « je limitni, je-li nenulovy a nem4 piedchudce.

Véta 16 (Ordindly jsou typy dobfe usporddanych mnozin). Je-li R dobré uspoifdddni mnoziny A, pak
existuje pravé jeden ordindl o a jednozaéné uréeny izomorfismus A(R) a a(<).

Diikaz. 7 véty o izomorfismu dobrych uspoirddani mame pro kazdy ordinal « izomorfismus zobrazujici A na
dolni podmnozinu « nebo « na dolni podmnozinu A. Je-li « < § a i je izomorfismus, ktery zobrazuje ordinal
£ na dolni podmnozinu A, potom |« je izomorfni zobrazeni a na dolni podmnozinu A a podle téze véty
zadny jiny takovy izomorfismus neexistuje.

Déle On je vlastni tiida, a tedy neni mozné, aby kazdy ordindl £ byl izomorfni s néjakou dolni podmnozinou
A. Necht 8 je ordindl takovy, ze A ~ a, kde a C 3 je dolni podmnozina. Dolni je totéz, co tranzitivni, coz
je tedy nés hledany ordinal, a tedy je jediny. H

Disledek 7 (O neizomorfismu ordindlu). Dva ruzné ordindly nejsou izomorfni.

Véta 17 (Prvnif princip transfinitn{ indukce). Necht A je tfida ordindlnich &fsel takovd, Ze pro kazdy ordinél
aplati a < A — a € A. Potom A = On.

Diikaz. a C A je totéz, jako VB : B < a — 3 € A. Necht On \ A # 0. Pak pro nejmens{ ordindl z On \ A
plati a < A, ale a € A, coz je spor. H

Véta 18 (Druhy princip transfinitn{ indukce). Nechf A je tiida ordindlnich éisel takovd, Ze

1.0eA
A pro kazdy ordindl « plati:

2. aCA—-al{a}eA
3. aCA— a€ A, jeli alimitni.
Pak A = On.

Véta 19 (O transfinitn{ rekurzi (16)). Necht G je (ti{dové) zobrazeni, které kazdé mnoziné x prifazuje
mnozinu G(z). Potom existuje pravé jedno zobrazeni F, které kazdému ordindlu « pfitazuje mnozinu F(a) =
G(F|a).

Véta 20 (O transfinitni rekurzi IT (1§)). Necht G je zobrazeni definované na univerzdlni t¥ide. Pak existuje
pravé jedno zobrazeni F' : On — V takové, ze F'(a) = G1(F[a]) pro kazdy ordinal a.
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Véta 21 (O transfinitni rekurzi III (16)). Je-li ddna mnozina a a zobrazeni G1, G definovana pro kazdou
mnozinu, pak eixstuje pravé jedno zobrazeni F' : On — V takové, ze plati:

e F(0)=

Fla

) = G1(F(B)), je-li a ndslednikem ordindlu S
F(a) = G3(Fla]), je-li o limitn{ ordin4l.
(

Véta 22 (AC implikuje WO). AC implikuje WO

Diikaz. Necht A je libovolnd mnoZina. Bez Gjmy na obecnosti je neprazdnd, jinak neni co dokazovat.

Stadi sestrojit prosté zobrazeni f néjakého ordindlu « na A, které prenese dobré uspoidaddni < ordinalu.
Necht g je selektor na PO(A), ktery vybird z kazdé neprazdné podmnozina a C A prvek g(a) € a.

Pak f(0) = g(A) Jsou-li sestrojeny f(7) pro véechna v < 8 a A\ f[B] # 0, polozime f(8) = g(A\ f[B]).
Existenci zobrazeni zajisfuje véta o transfinitni rekurzi. Operaci G definujeme vztahem G(x) = g(A\ x) pro
kazdé z. Dle véty o transfinitni rekurzi existuje pravé jedno zobrazeni F' takové, ze pro kazdy ordindl « je
F(a) = G(Fla]). Je-li @ nejmens{ ordindl takovy, ze A\ Fla] =0 a f = F|a, z definuce F' a vlastnost{ F' se
snadno ukéze, ze f je prosté zobrazeni « na A. =]
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